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Resumen vii
Caracterización de la radiación gravitacional
emitida por discos de acreción regidos
dinámicamente por el efecto Bardeen-Petterson
Resumen
Contexto. En esta tesis se estudian las ondas gravitacionales (GWs) emitidas por la precesión de discos
de acreción alrededor de agujeros negros (BHs) astrofísicos. Se analizan las condiciones hidrodinámicas
necesarias para la formación de discos geométricamente delgados y, con base en la información actual sobre
los parámetros de estos sistemas, se presenta un modelo para el cómputo de la precesión inducida por la
combinación de los efectos viscosos en estos discos y el efecto relativista de arrastre coordenado (o efecto
Lense -Thirring), combinación que en conjunto es conocida como el efecto Bardeen-Petterson.
Objetivo. Caracterizar, en términos de amplitud y frecuencia, las ondas gravitacionales producidas por
la precesión de discos de acreción regidos dinámicamente por el efecto Bardeen-Petterson y dentro de las
condiciones geométricas de discos delgados.
Método. El modelo propuesto en esta tesis se basa en un disco enfriado por emisión de neutrinos que
alcanza una estructura estacionaria de disco delgado (si su extensión radial es inferior a R ∼ 108cm) y con
precesión cuasi-rígida determinada por el efecto Bardeen-Petterson. Estos sistemas han sido reportados
recientemente como fuentes de Gamma Ray Bursts (GRBs) si sus tasas de acreción están en el intervalo
(0.1 - 10)M/s (situación denominada hiperacreción). Aquí se evalúa la factibilidad de detección directa
de las GWs que predice el modelo para este amplio rango de valores en tasas de acreción, y se comparan
los resultados con dos publicaciones recientes que se fundamentan en modelos de discos de mayor complejidad.
Resultados. Se encuentra que la precesión de discos delgados en hiperacreción puede ser registrada por
los detectores interferométricos: LIGO (intial and advanced), DECIGO, Ultimate-DECIGO, BBO y ET, en
acuerdo con los resultados en las dos publicaciones mencionadas, y con mayor probabilidad de detección si
dichas fuentes se localizan a distancias inferiores a 1 Mpc, correspondientes al Grupo Local.
Conclusiones. Se concluye que estos sistemas pueden ser fuentes potenciales para la detección directa
de radiación gravitacional en el futuro cercano. Adicionalmente, es de esperar que la proximidad de los
resultados aquí obtenidos con aquellos que han sido reportados para discos de mayor complejidad, podría
permitir una caracterización más simple de fuentes similares.
Palabras Clave: Ondas gravitacionales, núcleos activos de galaxias, gamma ray burst, discos de acreción,
efecto Bardeen-Petterson, jets ultra-relativistas, agujeros negros.
viii Abstract
Characterization of gravitational radiation
emitted by accretion disks dynamically driven by
the Bardeen-Petterson effect
Abstract
Context. In this thesis we study the gravitational waves (GWs) emitted by the precession of accretion
disks around astrophysical black holes (BHs). We analyze the necessary hydrodynamical conditions for
the formation of geometrically slim accretion disks and, based on current information on the parameters
of these systems, we present a model for computing the induced precession by the combination of viscous
effects in these disks and the relativistic frame-dragging effect (or Lense-Thirring effect). This combination
is collectively known as the Bardeen-Petterson effect.
Aims. Our aim is to characterize, in terms of amplitude and frequency, the gravitational waves produced
by the precession of accretion disks dynamically driven by the Bardeen-Petterson effect and within the
geometrical conditions of slim disks.
Methods. Our proposed model is based on an accretion disk cooled by neutrino emission that reaches a
stationary slim disk structure (if its radial extent is less than R ∼ 108cm) and with quasi-rigid precession
determined by the Bardeen-Petterson effect. These systems have recently been reported as sources of
Gamma Ray Bursts (GRBs) if their accretion rates are in the range (0.1 - 10)M/s (this situation is called
hyperaccretion). We evaluated the feasibility of direct detection of the GWs predicted by the model for this
range of values in the accretion rate, and we compare our results with two recent papers that are based on
more complex disks models.
Results. We find that the precession of hyperaccretion thin disks could be detected by LIGO (intial and
advanced), DECIGO, Ultimate-DECIGO, BBO and ET, in accordance with the results of the two referred
papers, and most likely to be detect if these sources are located at distances less than 1 Mpc, corresponding
to the Local Group.
Conclusions.We conclude that these systems could be potential sources for direct detection of gravitational
radiation in the near future. Additionally, we believe that the proximity of our results with those that have
been reported for more complex disks, allows us to characterize similar sources in a simpler way.
Keywords:Gravitational waves, active galactic nuclei, gamma ray burst, accretion disks, Bardeen-Petterson
effect, ultra-relativistic jets, black holes.
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Notación
Debido a las múltiples convenciones empleadas en la literatura de Relatividad General, es
necesario describir la notación empleada en esta tesis.
Los índices griegos indicarán componentes espaciotemporales de tensores y vectores; por
tanto, representarán cualquier valor en el conjunto {0, 1, 2, 3}, donde {0} generalmente se
refiere a la coordenada temporal y {1, 2, 3} a las direcciones espaciales.
Los vectores espaciotemporales (4- vectores) serán escritos en la notación típica de vector:
~A = Aµ~eµ,
donde {Aµ} son las componentes del vector ~A en la base coordenada especificada por {~eµ}.
Esta notación permite resaltar la naturaleza de estos objetos respecto a los escalares ob-
tenidos por contracción. Sin embargo, usaremos también la notación sin flecha cuando se
requiera ubicar 4- vectores dentro de paréntesis que indiquen funcionalidad, y también en
productos escalares, particularmente si pertencen al argumento de la función exponencial. En
este sentido:
A ·B = ~A · ~B, y f(x) 6= f(x1)
En la segunda relación, f(x) representa una función del vector x y no de la coordenada
cartesiana x1.
Los índices latinos son empleados para indicar las componentes espaciales de tensores,
{1, 2, 3}, y los vectores espaciales (3- vectores) son denotados con letras en tipo Negrita:
A = Ai~ei −→ {Ai} = (A1, A2, A3).
Cuando empleemos coordenadas polares esféricas, será útil especificar dichos índices con
las letras correspondientes {t, r, θ, ϕ}, para evitar confusiones. Por ejemplo, g03 ≡ gtϕ en dicha
representación.
Usamos la convención suma de Einstein para índices repetidos en posiciones sub y super :
AµBµ =
3∑
µ=0
AµBµ.
xviii Notación
Los índices tensoriales pueden subirse y bajarse en la forma conocida, usando el tensor
métrico gµν :
AµBµ = gµνA
µBν = AνB
ν = gµνAµBν , gµν = gνµ.
En el límite de campo débil (teoría linealizada), será útil trabajar en coordenadas ta-
les que el tensor métrico pueda ser escrito como el tensor de Minkowski más una pequeña
perturbación:
gµν(x) = ηµν + hµν(x),
donde ηµν = diag(−1, 1, 1, 1). En este límite, los índices tensoriales son subidos y bajados
con el tensor de Minkowski y la parte espacial de éste es justamente la delta de Kronecker
δij. Por tal razón, los cálculos en teoría linealizada sobre componentes espaciales permiten lo
siguiente:
3∑
i=1
AiBi = A
iBi = ηijA
iBj = δijA
iBj = AiBi = AiBi,
lo cual manifiesta un cambio en el uso de la convención suma de Einstein.
Respecto a la notación para derivadas parciales de componentes tensoriales, emplearemos
de manera equivalente las siguientes formas:
∂Aν
∂xµ
= ∂µA
ν = Aν, µ
Mientras que la derivada covariante será denotada por:
∇µAν = Aν ;µ
Tensores de Riemann, Ricci y Einstein
Nuestras convenciones sobre la signatura métrica, tensor de Riemann, tensor de Ricci y tensor
de Einstein, son las mismas empleadas en Misner et al. [65] y en Maggiore [61]. En particular,
denotamos el determinante del tensor métrico por g (con g < 0). La curvatura esta relacio-
nada con un objeto denominado conexión y que permite relacionar vectores pertenecientes al
espacio tangente de puntos vecinos. Hay una única conexión (libre de torsión) que podemos
construir a partir de la métrica y es denominada conexión (o símbolos) de Christoffel:
Γρµν =
1
2
gρσ(∂µgσν + ∂νgσµ − ∂σgµν) (1)
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El tensor de Riemann es definido por:
Rµνρσ = ∂ρΓ
µ
νσ − ∂σΓµνρ + ΓµαρΓανσ − ΓµασΓανρ (2)
y puede demostrarse que cualquier tensor que sea lineal en las segundas derivadas del tensor
métrico, y que contenga las primeras derivadas del mismo, puede obtenerse a partir del tensor
de Riemann (2).
El tensor de Ricci es obtenido del tensor de Riemann bajo la siguiente contracción:
Rµν = R
α
µαν (3)
y el escalar de curvatura o escalar de Ricci es R = gµνRµν .
En esta notación las ecuaciones de campo de Einstein (EFE) quedan dadas por:
Rµν − 1
2
gµνR =
8piG
c4
Tµν
con Tµν las componentes del tensor energía-momentum.
Finalmente, dos comentarios respecto a las unidades: 1) Es común encontrar en las inves-
tigaciones de GR el uso de unidades en las cuáles la constante gravitacional G, y la velocidad
de la luz c, son iguales a 1, en tal caso se habla de unidades geometrizadas. Un factor de con-
versión conveniente entre unidades geometrizadas (UG) y unidades del sistema internacional
(SI) es:
1 =
G
c2
= 7,425× 10−28mKg−1
y presenta la ventaja de que masa, longitudes y tiempo son medidos en la misma unidad
(metros). Aún así, preferimos en este trabajo no emplear las unidades UG (salvo ocasiones
en las que se indique al inicio de sección), para reconocer explícitamente los órdenes de
magnitud en los observables físicos. 2) Por tradición, las investigaciones en el campo de la
astrofísica emplean unidades cgs y haremos uso de ellas con el ánimo de comparar nuestros
resultados con los obtenidos en otros trabajos.
La siguiente sección presenta algunas constantes, sus unidades y una lista de abreviaturas,
usadas en este trabajo. Hemos decidido emplear las siglas en inglés con el ánimo de ubicarlas
fácilmente en la literatura.
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Constantes y unidades
Símbolo Significado Valor en cgs UG
c velocidad de la luz 2,998× 1010cm s−1 1
G Constante gravitacional 6,673× 10−8cm3g−1s−2 1
M Masa solar 1,989× 1033g 1,477× 103m
M⊕ Masa de la Tierra 5,973× 1027g 4,435× 10−3m
LEdd Luminosidad de Eddington 1,3× 1038
(
M
M
)
erg s−1
pc Parsec 3,08× 1018cm
ly Año Luz 9,4607× 1017cm = 0,3066 Pa
Otros símbolos empleados
Símbolo Significado
Rg =
GM
c2
Radio Gravitacional
Rs = 2Rg Radio de Schwarzschild
Rms
Radio de la órbita circular
más interna en un BH
RBP Radio de Bardeen-Petterson
hrss
Amplitud Root-Sum-Square,
definida en (3.57)
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Capítulo 1
Introducción
1.1. Motivación
La radiación gravitacional, también denominada ondas gravitacionales (GWs - Gravitational
Waves), es una predicción de la teoría general de la relatividad consistente en fluctuaciones
en la curvatura del espacio-tiempo que se propagan a la velocidad de la luz y que, en
términos generales, son producidas por objetos astrofísicos acelerados y cuyo tamaño es
confinado a regiones de dimensión característica pequeña. Su existencia ha sido comprobada
solo de manera indirecta a partir de las observaciones durante varios años, en la década de
los 80’s, del pulsar binario PSR 1913+16 descubierto por Joseph H. Taylor Jr. y Russell A.
Hulse en 1974. Esas observaciones mostraron que la rotación del sistema binario se acelera (a
medida que las estrellas giran en espiral aproximándose la una a la otra) como consecuencia
de la pérdida de energía en forma de ondas gravitacionales, exactamente tal y como lo
predice la teoría de la relatividad general.
La búsqueda de detección directa de este observable inició una nueva fase con la entrada
en operación de los grandes observatorios interferométricos tales como LIGO, VIRGO,
GEO-600, TAMA-300 y con la futura puesta en órbita de los interferómetros LISA, DECIGO
y ET. Actualmente la gran expectativa en relación a la detección directa de estas ondas se
centra en la probable observación de explosiones de supernova, de formación de agujeros
negros y de la coalescencia, o fase final de movimiento en espiral de aproximación, de un
sistema binario de estrellas compactas, ya sea éste formado por una estrella de neutrones que
gira alrededor de otra estrella de neutrones, o alrededor de un agujero negro. Sin embargo,
la rata de ocurrencia de este tipo de eventos resulta ser muy baja, lo que se traduce en una
escala de tiempo muy larga como para tener la posibilidad real de una detección directa en
el futuro cercano.
Cabe entonces preguntarse si existen otros sistemas astrofísicos igualmente conocidos que
puedan conducir a una eventual detección de las ondas gravitacionales en una escala de tiempo
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significativamente más corta, y una posible respuesta puede ser suministrada por la dinámica
de sistemas astrofísicos, tales como los núcleos activos de galaxias (AGNs - Active Galactic
Nuclei), los cuales existen por millones en una escala de distancia astronómica relativamente
pequeña en torno a la Via Láctea. Igualmente, fuentes galácticas como sistemas binarios de
rayos-X, de alta o baja masa, o explosiones de rayos-γ (GRBs - Gamma ray bursts), pueden
ser fuentes prometedoras para una eventual detección directa de GWs, ya que para producir
emisiones significativas en X o γ, estas fuentes deben poseer, entre muchos otros elementos
estructurales, un objeto compacto (agujero negro o estrella de neutrones) circundado por un
disco de acreción, cuya dinámica presenta las propiedades fundamentales para la generación
de GWs.
Sólo muy recientemente fue demostrado que una amplia muestra de sistemas AGN (in-
cluyendo cuásares) y micro-cuásares (M-QSRs) exhiben las características astrofísicas de un
sistema dominado por el efecto Bardeen-Peterson (BP). En particular, se ha mostrado que la
precesión y la morfología observadas de los jets de plasma ultra-relativistas eyectados desde
su región central pueden explicarse como debidas a la precesión de la estructura jet-disco
producida por el torque asociado al efecto BP actuando sobre el disco de acreción. El estudio
de tales sistemas como fuentes emisoras de GWs se encuentra aún en su fase inicial y resulta
importante su análisis buscando con ello colocarlos entre las fuentes astrofísicas a partir de
las cuales sea más probable detectar radiación gravitacional a corto plazo.
AGN y M-QSRs están constituidos por tres elementos estructurales principales: (1) un
objeto compacto en su centro (agujero negro supermasivo, agujero negro de masa estelar o
una estrella de neutrones, dependiendo del sistema específico en consideración), (2) un disco
de acreción en torno al objeto central, y (3) jets o chorros de materia que emanan de la región
central expulsados a velocidades ultra-relativistas. A partir de esta identificación es posible
concluir que las GWs puedan ser generadas por procesos astrofísicos que involucren al objeto
compacto central (oscilaciones, deformaciones); al disco de acreción (precesión, modos de
oscilación resonantes, “warps"), o a los jets (aceleración ultra-relativista de componentes).
El objetivo de esta tesis se centra en calcular la emisión de radiación gravitacional ge-
nerada por la dinámica de precesión del disco de acreción dominado por el efecto BP y en
evaluar la factibilidad de su detección directa por los observatorios actualmente en operación
y/o proyectados para el futuro cercano.
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En esta tesis hemos estudiado las ondas gravitacionales generadas por la precesión de discos
de acreción que se desarrollan alrededor de agujeros negros astrofísicos.
Para simplificar nuestros análisis nos hemos basado en el modelo de disco fino (thin) de
Shakura-Sunyaev [83] y en su extensión a discos delgados (slim) de Popham [71], debido a
que recientemente se ha concluido que muchos discos que se desarrollan en GRBs engines en
hiperacreción, y que son enfriados por emisión de neutrinos, adoptan una geometría que se
acerca lo suficiente a la descripción de los discos de Popham siempre que éstos no presenten
extensiones superiores a ∼ 108cm [59].
A nuestro leal saber y entender no existe en la literatura una propuesta similar para el
cómputo de GWs emitidas por estos sistemas. En los trabajos que hemos analizado encontra-
mos descripciones de discos con mucha mayor complejidad para los que los resultados fueron
obtenidos por aproximaciones computacionales, limitando el uso del algoritmo a fuentes muy
específicas. Por el contrario, nuestro modelo emplea ecuaciones analíticas y de fácil reproduc-
ción computacional para el contraste de la GW emitida por discos que cumplan las hipótesis
mencionadas.
De los posibles mecanismos que generan la precesión del disco hemos adoptado al efecto
Bardeen-Petterson puesto que recientemente ha permitido justificar los datos observacionales
de muchas fuentes galácticas y extragalácticas, como puede apreciarse por ejemplo en los
trabajos realizados por el grupo de Anderson Caproni y Zulema Abraham [18], [19] y [20].
Hemos contrastado nuestros resultados con dos trabajos recientes, Romero et al. [74] y Sun
et al. [85], realizados para GRBs y encontramos que el modelo que proponemos se aproxima
muy bien a las predicciones reportadas.
Durante el desarrollo de esta investigación, se reportaron unos primeros resultados en:
H. J. Mosquera Cuesta, L. A. Sanchez,Daniel Alfonso Pardo, A. Caproni and Z. Abraham.
Gravitational Radiation Produced from Ejection of Jet Superluminal Components, Precession
and Gravito-Magnetic Distortion of Accretion Disks Driven by Bardeen-Petterson Effect. The
Open Astronomy Journal 4 (Suppl 1-M6), Pp 98-107 (2011). [25]
H. J. Mosquera Cuesta, L. A. Sanchez,Daniel Alfonso Pardo, A. Caproni and Z. Abraham,
Luis H. Quiroga Nuñez. Gravitational Waves from Ejection of Jet Superluminal Components
and Precession of Accretion Disks Dynamically Driven by Bardeen-Petterson Effect. Interna-
tional Journal of Modern Physics: Conference Series (IJMPCS) 3 Pp. 482-493 (2011)
Talk presented at the VIII Friedmann Seminar held in Rio de Janeiro, Brazil (May 30-June 03/2011). [66]
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También, en el contexto de este trabajo, fue posible participar en las siguientes escuelas
internacionales:
International School in Quantum Gravity. Universidad Nacional de La Plata, La Plata
- Argentina, Julio 2010.
Quantum Gravity in the Southern cone V, Buenos Aires - Argentina, Julio 2010.
Advanced School in General Relativity: Relativistic Astrophysics and Cosmology, In-
ternational Centre for Theoretical Physics, South American Institute For Fundamental
Research (ICTP-SAIFR), São Paulo, Brasil, 16 – 27 Julio 2012.
1.3. Contenidos de esta tesis
En los capítulos 2 y 3, se desarrollan las bases teóricas requeridas en esta investiga-
ción, principalmente, agujeros negros, discos de acreción, efecto Bardeen-Petterson y
ondas gravitacionales. Algunos detalles son necesariamente referidos a la bibliografía
base por su extensión, sin embargo hemos intentado que este documento sea, en lo
posible, “autocontenido” para el lector con conocimientos fundamentales en Relatividad
General. Esta decisión se debe a que dentro del posgrado en física de la Universidad
Nacional, sede Medellín, no se habían realizado a la fecha trabajos relacionados con este
tópico, y por tanto, quisimos presentar de la forma más detallada posible nuestros resultados.
El capítulo 4 presenta los fundamentos del modelo empleado para el cómputo de las
GWs generadas por discos de acreción que precesan bajo la dinámica de un cuerpo rígido y,
en el capítulo 5, adaptamos dicho modelo para fuentes de GRBs en donde se manifiesta el
efecto Bardeen-Petterson. En este capítulo también se encuentran los resultados del modelo
y el constraste con trabajos relacionados.
Finalmente, en el capítulo 6 hacemos una breve discusión de resultados y perspectivas de
trabajo futuro.
Capítulo 2
Acreción sobre agujeros negros
En este capítulo discutiremos brevemente los fundamentos de la teoría General de la Rela-
tividad (GR- General Relativity) (sección 2.1), que conducen a la relación entre geometría
del espaciotiempo y su contenido de materia-energía a través de las Ecuaciones de Campo
de Einstein (sección 2.2). Dichas ecuaciones son el corazón de GR y de donde surgen los
dos resultados que estudiamos en esta tesis: Agujeros Negros (BHs - Black Holes) y Ondas
Gravitacionales (GWs). Específicamente, la noción de BHs resulta de las dos principales so-
luciones analíticas de estas ecuaciones, la de Schwarzschild (2.2.1) y la de Kerr (2.2.2). En la
sección 2.3 presentamos los actuales candidatos a BHs encontrados en contextos astrofísicos,
así como también, analizamos los discos de acreción y la eyección de material que en estos se
presenta. Es en ésta última parte donde aparece el denominado efecto de Bardeen-Petterson
sobre la dinámica de los discos de acreción. Finalizamos el capítulo resumiendo las ecuacio-
nes dinámicas de los discos de acreción que nos permitirá posteriormente evaluar las ondas
gravitacionales que estos sistemas producen.
2.1. Sinopsis de Relatividad General (GR)
La teoría general de la relatividad tuvo como propósito incluir a la gravitación dentro de
los fundamentos filosóficos en los que se basaba la teoría especial de la relatividad (SR-
Special Relativity). Principalmente, la teoría de gravitación Newtoniana alertaba dos aspectos
fundamentales para este objetivo: 1) No era una teoría causal, en el sentido relativista debido
a que es regida por la conocida ecuación de Poisson y ésta es de acción instantánea. 2) No
estaba escrita en una forma manifiestamente covariante.
De manera más general, podríamos indicar que una nueva teoría de la gravitación debía
cumplir los siguientes requisitos:
Satisfacer pruebas experimentales y predecir nuevos efectos.
Reducirse a la gravedad Newtoniana en el dominio donde ésta da cuenta de los fenó-
menos.
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Localmente debe satisfacer SR.
Los campos gravitacionales deben poder inducir o modificar campos gravitacionales
(consecuencia de la equivalencia masa-energía y de que los campos gravitacionales por-
tan energía), en este sentido, la nueva ecuación de fuentes debe ser no lineal.
Consistencia con la conservación de Energía-Momentum.
Einstein consiguió al final de 1915 construir dicha teoría basándose en dos principios: el
principio de equivalencia, y el principio de covarianza general.1
En lo que resta de esta sección, analizaremos estos principios y los objetos matemáticos que
conducen a la idea de espaciotiempo curvo y a la ecuación de fuentes. Referimos al lector a la
abundante literatura de GR para detalles de cálculo y completez2. Especialmente, nos hemos
basado en la notación y secuencia de ideas de los siguientes textos: Carroll [21], De La Torre
[27], Schutz [82], y Ferrari and Gualtieri [37]; y del review de Hughes [49]
Principio de Equivalencia
Debido a que la interacción gravitacional es universal, i.e., todos los cuerpos independiente
de su masa siguen las mismas trayectorias cuando son liberados con igual velocidad inicial
en un campo ~g arbitrario, Einstein consideró elevar a la categoría de principio, este resultado
experimental en lo que se conoce como el principio de equivalencia débil: La masa inercial y
la masa gravitacional de un cuerpo, son iguales.
La trascendencia de esta idea está en que al no existir partículas neutras gravitacional-
mente3 (diferente a lo que ocurre con las demás interacciones fundamentales del modelo
estándar), no es posible encontrar experimentalmente la trayectoria de una partícula que no
es afectada por la interacción gravitacional y por tanto, tampoco el sistema de referencia
inercial respecto al cuál sea posible definir la interacción.
Esto hace que la aceleración debida a la gravedad no pueda ser definida independiente de
la materia y en consecuencia, carezca de sentido experimental, lo cuál motivó a reemplazar
el concepto de objeto libre por el de objeto cayendo libremente.
1Algunas referencias históricas de cómo se construyó la teoría, se encuentran en el Apéndice A.
2El objetivo de esta sección es el de introducir de manera discursiva, las ideas básicas de GR. Principal-
mente, aquellas concernientes con las ecuaciones de campo de Einstein.
3Las partículas de masa cero recorren intervalos luminoides, i.e., no constituyen marcos de referencia
posibles.
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Desde esta perspectiva, una segunda versión del principio de equivalencia establece: nin-
gún experimento permite distinguir entre movimiento de aceleración uniforme y campo gra-
vitacional externo.
Los sistemas cayendo libremente constituyen en su localidad verdaderos sistemas iner-
ciales, denominados (LIFs - Local Inertial Frames), y con base en ellos, otra versión más
moderna conocida como el principio de equivalencia fuerte establece que:
En un campo gravitacional arbitrario y en cualquier punto del espaciotiempo, podemos
escoger un LIF tal que, en una suficientemente pequeña región alrededor del punto, todas las
leyes físicas toman la misma forma que tenían en ausencia de gravedad e idénticas a las
establecidas por SR.
Entonces, con base en este principio, es imposible detectar la existencia de un campo
gravitacional en pequeñas regiones del espaciotiempo por medio de experimentos locales.
Estructura del Espaciotiempo
Operacionalmente, la transición de SR a GR consiste en pasar de una métrica ηµν de compo-
nentes constantes a un campo tensorial dinámico gµν(x), siendo así un ejemplo particular de
una teoría clásica de campos4. La especialidad en cuanto a la gravedad se debe al hecho de
que el campo involucrado es el tensor métrico en lugar de un campo adicional propagándose
en el espaciotiempo y la estructura matemática más apropiada para describir lo anterior es
conocida en geometría diferencial como un continuo (manifold) diferenciable. Esencialmente,
se trata de un tipo de conjunto que localmente tiene estructura de espaciotiempo plano o
Minkowskiano, pero presenta una geometría muy diferente a nivel global.
Así, GR es en éste lenguaje una teoría invariante bajo un amplio grupo de simetría, cual
es el grupo de todas las posibles transformaciones coordenadas de la forma:
xµ → x′µ(x) (2.1)
que denominaremos transformaciones generalizadas de coordenadas, donde x′µ es alguna
función suave y arbitraria de xµ. Más precisamente, se requiere que x′µ sea invertible,
(x′µ → xµ(x′)), diferenciable y con inversa diferenciable, lo que se denomina también un
difeomorfismo arbitrario.
4Puede verse en el texto de Carroll [21] el tratamiento lagrangiano y la deducción de las ecuaciones de
Einstein basadas en este formalismo.
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Bajo el grupo de transformaciones generalizadas (2.1), la métrica transforma según:
gµν(x)→ g′µν(x′) =
∂xρ
∂xµ
∂xσ
∂xν
gρσ(x) (2.2)
y nos referiremos a esta simetría como la simetría gauge de GR.
El intervalo fundamental que provee una noción de distancia espaciotemporal es escrito
como:
ds2 = gµνdx
µdxν
donde la métrica traslada la información dada en coordenadas, a una cantidad propia sucep-
tible a ser medida. En el límite de validez de la SR, gµν tiende a ηµν . La métrica más general
del espaciotiempo es determinada por toda la distribución de masa y energía contenida en el
universo.
Consideremos una línea de mundo o trayectoria espaciotemporal zµ(τ), donde τ es el
parámetro denominado tiempo propio y se refiere al tiempo medido por un observador que
se mueve en esta línea de mundo, de forma similar a como es conocido en SR. El vector de
componentes: uµ = dzµ/dτ representa el vector tangente a esta trayectoria en cada punto.
Si uµ es un vector temporaloide (timelike), entonces puede representar la 4-velocidad de un
observador siguiendo la trayectoria y está normalizado según uµuµ = −c2. Supongamos que
la línea de mundo se extiende desde el evento A al evento B, entonces podemos escribir la
separación espaciotemporal total entre los eventos como:
s =
∫ B
A
dτ
√
gαβuαuβ
que expresará la distancia entre eventos siempre que exijamos que bajo variación con extremos
fíjos ésta sea extremal (i.e., δs = 0) en el sentido del cálculo variacional. Como resultado se
obtiene la correspondiente expresión de Euler-Lagrange:
duα
dτ
+ Γαβγu
βuγ = 0 (2.3)
denominada ecuación geodésica. El término Γαβγ es denominado símbolo de Christoffel y
fue definido en términos de derivadas primeras del tensor métrico en (1). Las geodésicas
expresan la conocida regla de que el espaciotiempo le dice a la materia cómo moverse. El
símbolo de Christoffel a su vez permite definir la derivada covariante, y en términos de ésta,
puede escribirse alternativamente la ecuación geodésica como uβ∇βuα = 0, y establece que
las geodésicas son las curvas en las cuales se transporta paralelamente su vector tangente; lo
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que da fundamento a la idea de trayectorias más cortas posibles.
La ecuación geodésica determina el movimiento de una partícula cayendo libremente cuan-
do es observada en un sistema coordenado arbitrario. Nótese que si seguimos a la partícula
en un LIF, donde el principio de equivalencia elimina los efectos gravitacionales, entonces
la ecuación de movimiento correspondiente ha de ser la de una partícula libre, mientras
que en otro marco debemos sentir el campo gravitatorio. En este marco, el término que
contiene al símbolo de Christoffel expresa la “fuerza gravitatoria” por unidad de masa que
actúa sobre la partícula. En mecánica Newtoniana, este término es ~g = −∇φ y debido a
que Γµαβ ∼ ∂µgαβ entonces: Podemos decir que los Γαβγ son una generalización del campo
gravitacional newtoniano ~g, y que el tensor métrico gµν es la generalización del potencial
gravitacional newtoniano.
Principio de Covarianza General
El principio de covarianza general establece que una ley física es cierta si y sólo si :
Tiene validez en ausencia de gravedad, i.e., ésta se reduce a la forma dada en SR cuando
gµν → ηµν y Γµαβ → 0. Es claro que esta primera proposición incluye el principio de
equivalencia.
Para preservar su forma bajo una transformación coordenada arbitraria del tipo (2.1),
todas las ecuaciones deben ser generalmente covariantes. Esto significa que han de ser
expresadas en forma tensorial. Así, para transformar una expresión genérica, válida en
SR a una forma generalmente covariante, es suficiente reemplazar derivadas parciales
por derivadas covariantes (cambiar “comas” por “punto y comas”)
Separación de Geodésicas y tensor de Einstein
En un espaciotiempo curvo, dos geodésicas inicialmente paralelas divergen cuando son exten-
didas. Dado que las geodésicas describen el movimiento de partículas que caen libremente, la
separación de las geodésicas describe el efecto de fuerzas de marea (tidal forces), es decir, las
inhomogeneidades del campo. Sean ξµ las componentes del vector de separación geodésica,
entonces puede demostrarse que la tasa de separación es gobernada por la expresión:
D2ξµ
Dτ 2
= −Rµνρσuνuσξρ (2.4)
10 Capítulo 2. Acreción sobre agujeros negros
donde Rµνρσ es el tensor de Riemann definido en (2). Este tensor es de principal importancia
en GR porque permite trasladar las ideas de gravitación como una fuerza a efectos ocasio-
nados por la curvatura del espaciotiempo. Nótese que si todas las componentes del tensor
de Riemann son nulas, no se aprecia tasa de separación geodesíca y el espaciotiempo corres-
pondiente es el mismo de SR. El tensor de Riemann satisface ciertas identidades de simetría
en sus componentes y adicionalmente bajo derivadas covariantes (identidades de Bianchi).
Permite además definir el tensor de Einstein de la siguiente forma:
Gαβ = Rαβ − 1
2
gαβR (2.5)
con Rαβ y R el tensor de Ricci y el escalar de curvatura definidos en (3).
Las identidades de Bianchi implican que el tensor de Einstein satisface tener divergencia
covariante nula:
∇αGαβ = 0. (2.6)
Los campos de materia y energía, distintos a los asociados a la gravedad, son introducidos
a través del tensor Energía-Momentum: T µν , que en términos generales, establece el flujo de
momentum pµ en la dirección coordenada xν . La conservación local de energía y momentum
es expresada en GR como:
∇µT µν = 0 (2.7)
y en general, se pierde la noción de conservación global, en virtud de que esta ecuación no
puede ser integrada sobre regiones extendidas del espacio tiempo.
La hipótesis de Einstein establece que la fuente de curvatura del espaciotiempo es todo
el tensor T µν en lugar de sólo la masa en reposo y debido a (2.7) el tensor que exprese la
curvatura debe ser libre de divergencia. De acuerdo con (2.6), el tensor de Einstein satisface
este requisito y de esta forma las ecuaciones de campo de Einstein son escritas según:
Gµν =
8piG
c4
Tµν (2.8)
donde el factor numérico garantiza que estas ecuaciones reproducen la gravedad newtoniana
en el límite apropiado. Nótese que este factor es bastante débil
G
c4
= 8,26× 10−50 cm
−2
erg/cm3
lo que muestra que se requiere una densidad de masa-energía muy alta para producir curva-
tura en el espaciotiempo (medida en unidades de inverso de longitud al cuadrado).
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2.2. Ecuaciones de campo de Einstein (EFE)
Como se mencionó previamente, la ecuación de Poisson de la gravitación newtoniana es
reemplazada por las ecuaciones de campo de Einstein (EFE) en GR:
Gµν︸︷︷︸ = Rµν − 12gµνR︸ ︷︷ ︸ = 8piGc4 Tµν︸︷︷︸
T. de Einstein Geometría Masa-Energía
(2.9)
Sus propiedades se listan a continuación:
1. Expresan en forma manifiestamente covariante la relación no lineal entre curvatura del
espaciotiempo y campos de materia-energía.
2. Todos los tensores en (2.9) son simétricos; portanto, dada una fuente conocida T µν , las
16 ecuaciones diferenciales en (2.9) se reducen a 10.
3. Las 4 condiciones coordenadas en (2.7), reducen a 6 el número de ecuaciones diferen-
ciales no lineales para gµν(x), con estructura bien definida de problema de valor inicial
(PVI). Sin embargo, resolver analíticamente estas ecuaciones solo se hace posible en los
casos de más alta simetría y raramente se resuelve el PVI en contextos más generales
de GR.
4. La contracción de Gµν permite escribir las ecuaciones fuera de la fuente (de vacío) de
una forma muy simple: Rµν = 0.
2.2.1. Solución de Schwarzschild
El 22 de diciembre de 1915, sólo algunos dias después de que Einstein publicara la GR, Karl
Schwarzschild le escribió a Einstein una carta donde le presentó una solución exacta de las
EFE para el campo gravitatorio exterior ( Rµν = 0) a un objeto esféricamente simétrico y
sin rotación. Dicha fuente hipotética fue considerada estática, en el sentido de que la métrica
correspondiente tendría todas sus componentes independientes de la coordenada temporal
y adicionalmente, carecería de términos de la forma dxidt, garantizando invarianza bajo
inversión temporal: t → −t. Esta solución constituye una generalización relativista de la
solución newtoniana para una masa puntual:
φ = −GM
r
,
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y es después de la métrica de Minkowsky, el segundo espaciotiempo más importante en GR.
En coordenadas esféricas {t, r, θ, ϕ}, la métrica de Schwarzschild está dada por [82]:
ds2 = −c2
(
1− 2MG
rc2
)
dt2 +
(
1− 2MG
rc2
)−1
dr2 + r2dΩ2 (2.10)
donde dΩ2 es la métrica en la 2-esfera unitaria:
dΩ2 = dθ2 + sinθ dϕ2.
Nótese que:
Si M → 0 y/o r →∞, entonces gµν → ηµν . Se dice que la métrica de Schwarzschild es
asintóticamente plana.
Es un ejercicio frecuente en GR mostrar que las EFE en límite de campo débil repro-
ducen la gravedad newtoniana siempre que:
g00 ∼ −
(
1 +
2φ
c2
)
y como se aprecia en (2.10), esto implica:
−
(
1 +
2φ
c2
)
= −
(
1− 2GM
rc2
)
⇒ φ = −GM
r
que reproduce el potencial newtoniano generado por una distribución esférica de materia
en dicho límite.
Aunque (2.10) se obtuvo imponiendo que el espaciotiempo es estático y esféricamente
simétrico, el teorema de Birkhoff establece que ésta es la única solución esféricamente
simétrica y asintóticamente plana de las EFE de vacío.
Esto significa que aún suponiendo que el objeto central evoluciona en el tiempo, conser-
vando simetría esférica, como podría ocurrir en colapsos gravitacionales esféricos, el teorema
garantiza que en el exterior se mantiene la misma métrica y por tanto el espaciotiempo per-
manece estático. Esta propiedad es de gran importancia en el contexto de GWs, debido a que
es justamente la parte dependiente del tiempo de gµν la que está asociada a dicho observable.
En otras palabras, sistemas esféricamente simétricos no pueden emitir GWs. Una situación
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similar ocurre en la electrodinámica en donde una distribución esféricamente simétrica de
cargas y corrientes no radia ondas electromagnéticas.
Estructura causal y singularidades
Si consideramos las lineas de mundo que representan a los conos de luz en el espaciotiempo
de Schwarzschild, esto es, geodésicas radiales nulas,
ds = dΩ = 0 −→ cdt
dr
= ± 1(
1− 2MG
rc2
)
podemos apreciar los siguientes límites:
r →∞⇒ cdt
dr
→ ±1, r → 2MG
c2
⇒ cdt
dr
→ ±∞
El primero de ellos, muestra que la pendiente de las rectas que definen el cono de luz es
idéntica a la conocida en el espaciotiempo de Minkowski y refuerza la idea del comportamiento
asintótico antes mencionada. El segundo límite es en cambio menos esperado y como se indica
en la figura (2.1), representa una aparente singularidad en esta solución en la cuál no existe
cono de luz en el radio indicado.
Figura 2.1: Espaciotiempo de Schwarzschild en UG (G = c = 1).
El radio crítico donde esto tiene lugar es conocido como el radio de Schwarzschild:
Rs =
2GM
c2
. (2.11)
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Para analizar mejor lo anterior, nótese directamente de (2.10) que existen dos valores de
la coordenada radial que conducen a divergencias en las componentes del tensor métrico:
r → Rs : g00 → 0 y grr →∞
r → 0 : g00 →∞ y grr → 0
sin embargo, las componentes de tensores son dependientes de las coordenadas y solo podemos
entender la naturaleza de este problema al examinar si alguno de los escalares (invariantes)
construidos a partir del tensor de Riemann, y que por tanto indican el comportamiento de
la curvatura, divergen cuando nos aproximamos a estos puntos críticos. Un cálculo directo
muestra que el escalar:
RµνρσRµνρσ =
48G2M2
r6
es perfectamente bien comportado en r → Rs, pero diverge en r → 0. Así, el radio de Sch-
warzschild es una singularidad que puede eliminarse mediante una transformación coordenada
apropiada, no siendo así el punto r → 0 que representa una singularidad legítima.
Se dice, entonces, que la solución de Schwarzschild representa el campo gravitacional de
un agujero negro (BH), y la hipersuperficie r = Rs es llamada el horizonte de eventos.
La razón de estos nombres está en que si nos encontramos fuera de la región delimitada
por r = Rs, podemos enviar una señal lumínica tanto en dirección radial hacia fuera como
también hacia dentro en la forma normalmente comprendida, pero tan pronto crucemos el
horizonte de eventos y estemos en la región r < Rs, cualquier señal que se envíe tendrá inevi-
tablemente dirección hacia la singularidad: entonces no hay manera de conocer lo que ocurre
en el interior del horizonte. Como se mencionó antes, r = 0 es una singularidad genuina
de la curvatura. Entonces GR predice la existencia de singularidades ocultas por un horizonte.
Otro resultado que usaremos en capítulos posteriores, referente a la solución de Schwarzs-
child tiene que ver con la identificación de posibles órbitas estables que siguen las partículas
de prueba. Como puede ampliarse en el texto de Carroll [21], un ánalisis de la ecuación geo-
desíca indica que el menor radio al cual pueden establecerse órbitas circulares estables de
partículas masivas (ISCO - Innermost Stable Circular Orbit), en la métrica de Schwarzschild
está dado por:
r ≡ Rms = 6GM
c2
= 3Rs
y como es usual en el contexto astrofísico, suele denominarse radio gravitacional Rg al factor
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Rg =
GM
c2
, tal que:
Rms = 6Rg (2.12)
2.2.2. Solución de Kerr
Encontrar soluciones a las EFE que describan la métrica espaciotemporal generada por un
objeto rotante, es un problema de gran dificultad y en la actualidad no se conocen soluciones
analíticas que describan la métrica exterior de una estrella con rotación [37]; aunque sí se
conocen soluciones aproximadas.
Sin embargo, existe una solución exacta de las EFE en el vacío (Tµν = 0) que describe
la métrica generada por un BH rotante, para el caso del campo axialmente simétrico y
estacionario. Esta solución fue derivada en 1963 por Roy Kerr, y describe a un BH, al que
denominaremos KBH (Kerr Black Hole) debido a que da cuenta del espaciotiempo generado
por una singularidad en la curvatura encerrada por un horizonte de eventos.
Definiendo el parámetro a ≡ J/M , donde J y M son el momento angular y la masa del
KBH, respectivamente, la forma explícita de la métrica de Kerr en unidades geometrizadas
(c = G = 1) es la siguiente [37]:
ds2 = −dt2 + Σ
(
dr2
∆
+ dθ2
)
+
(
r2 + a2
)
sin2 θdϕ2 +
2Mr
Σ
(
a sin2 θdϕ− dt)2 (2.13)
donde
∆(r) ≡ r2 − 2Mr + a2, y, Σ (r, θ) ≡ r2 + a2 cos2 θ. (2.14)
Las coordenadas (t, r, θ, ϕ), en términos de las cuales la métrica toma la forma (2.13), se
denominan coordenadas de Boyer-Lindquist.
Algunas propiedades de la métrica de Kerr y que pueden ser deducidas a partir del
elemento de línea (2.13) son:
No es una métrica estática, en el sentido de que no es invariante bajo transformación
de inversión temporal t→ −t.
Es estacionaria, dado que sus componentes no dependen explícitamente de la coorde-
nada temporal.
Es axisimétrica: no depende explícitamente de la coordenada ϕ.
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Es invariante bajo inversión simultánea de t y ϕ: t→ −t y ϕ→ −ϕ.
Esta propiedad se sigue del hecho de que inversión temporal de un objeto rotante
implica que el objeto rota en dirección opuesta.
En el límite r →∞, la métrica de Kerr (2.13) se reduce a la de Minkowski en coorde-
nadas polares; entonces, el espaciotiempo de Kerr es asintóticamente plano.
En el límite a→ 0 (con M 6= 0): J → 0, ∆→ r2 − 2Mr y Σ→ r2.
Como consecuencia, la métrica de Kerr (2.13) se reduce a la métrica de Schwarzschild
(2.10):
ds2 → −
(
1− 2M
r
)
dt2 +
(
1− 2M
r
)−1
dr2 + r2dΩ2
En el límite M → 0 (con a 6= 0): (2.13) se reduce a la métrica del espaciotiempo plano
en coordenadas esferoidales.
La métrica de Kerr (2.13) es singular para ∆ = 0 y para Σ = 0. Los invariantes de
curvatura ( por ejemplo: RµναβRµναβ y RµνRµν) son regulares en ∆ = 0, y singulares
en Σ = 0. Entonces, ∆ = 0 es una singularidad coordenada, mientras que Σ = 0 es
una singularidad legítima del continuo. Note que en el límite de Schwarzschild (a = 0),
Σ = r2 = 0 es la singularidad de curvatura, mientras que para r 6= 0, ∆ = 0 = r(r−2M)
es la singularidad correspondiente al horizonte de eventos.
Explícitamente, las componentes del tensor métrico y de su inversa se dan a continuación:
gµν =

gtt 0 0 gtϕ
0
Σ
∆
0 0
0 0 Σ 0
gϕt 0 0 gϕϕ
 , gµν =

gtt 0 0 gtϕ
0
∆
Σ
0 0
0 0
1
Σ
0
gϕt 0 0 gϕϕ
 (2.15)
donde:
gtt = −
(
1− 2Mr
Σ
)
, gtϕ = −2Mr
Σ
a sin2 θ, gϕϕ =
(
r2 + a2 +
2Mra2
Σ
sin2 θ
)
sin2 θ
(2.16)
y
gtt = − 1
∆
(
r2 + a2 +
2Mra2
Σ
sin2 θ
)
, gtϕ = −2Mr
Σ∆
a, gϕϕ =
∆− a2 sin2 θ
Σ∆ sin2 θ
(2.17)
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Horizonte de eventos, ergosfera e ISCO
Es importante resaltar que la solución de Kerr puede tener más de un horizonte de eventos, en
contraste con la solución de Schwarzschild. Para comprender esto, nótese que la singularidad
evitable se encuentra en:
∆ = r2 − 2Mr + a2 = 0⇒ r = M ±
√
M2 − a2
tal que hay las siguientes posibilidades: dos radios asociados al horizonte de eventos si M2 >
a2; un único radio si M2 = a2 (BH extremal); o ningún radio si M2 < a2 (en este caso se
habla de una singularidad desnuda). Sean r+ y r− los radios asociados a la primera situación,
y los cuales se denominan: horizonte exterior y horizonte interior, respectivamente. Entonces,
existe una región: r− < r < r+ entre los dos horizontes de la métrica de Kerr, pero en ella
las superficies r = cte son espacialoides (spacelike) y por tanto, los objetos en dicha región
necesariamente son dirigidos al KBH. Esta característica hace que sólo nos refiramos a la
superficie r = r+ como el horizonte en la solución de Kerr si satisface: M2 > a2. Por otra
parte, a diferencia de la métrica de Schwarzschild en donde la componente gtt cambia de
signo justo en Rs, que es la ubicación del horizonte de eventos, en la métrica de Kerr ésto no
ocurre:
−
(
1− 2Mr
Σ
)
= 0⇒ r = rs± = M ±
√
M2 − a2 cos2 θ
y además se satisface: rs− ≤ r− < r+ ≤ rs+, donde las igualdades se cumplen en el eje de
simetría (θ = 0, pi), mientras que en θ = pi/2: rs+ = 2M , como se indica en la figura (2.2).
Figura 2.2: Representación del horizonte exterior y la ergosfera en la métrica de
Kerr. Imagen tomada de [37].
La región r+ < r < rs+ se denomina ergoregión y la superficie r = rs+ se denomina
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ergosfera. En esta región, estados de energía negativa son posibles, lo que significa que la
energía rotacional del KBH puede ser aprovechada a través de diversas manifestaciones del
“Proceso Penrose” [70].
Finalmente, mencionamos que análisis basados en la ecuación geodésica de la métrica de
Kerr, y obtenidos por primera vez en Bardeen et al. [15], conducen a que las órbitas circulares
y estables más próximas al KBH (ISCO), se localizan en:
Rms = Ams(a∗)Rg con: Ams(a∗) = 3 + A2 ∓
√
(3− A1)(3 + A1 + 2A2) (2.18)
Donde:
A1 = 1 + (1− a2∗)1/3
[
(1 + a∗)
1/3 + (1− a∗)1/3
]
A2 =
√
3a2∗ + A
2
1
(2.19)
y a∗ es el parámetro de espín definido en: JBH = a∗GM2BH/c, y se interpreta como la razón
entre el valor del momento angular del KBH, JBH , y su máximo valor posible (i.e., a∗ ≤ 1).
El signo menos que antecede a la raíz en (2.18), corresponde a rotaciones prógradas, i.e., en
el mismo sentido de la rotación del KBH. Mientras que el signo más corresponde a rotaciones
retrógradas.
Esta expresión es de gran importancia y será empleada como el radio menor de nuestros
discos de acreción.
Arrastre de coordenadas y efecto Lense-Thirring
Consideremos un observador, con 4-velocidad temporaloide uµ, que cae radialmente hacia el
KBH desde el infinito y con momento angular cero,
L = uϕ = 0, (2.20)
tal observador es convencionalmente denominado ZAMO (Zero Angular Momentum Obser-
ver). La ecuación (2.20) implica que cuando r → ∞ y la métrica de Kerr tiende a la de
Minkowsky, entonces uϕ = ηϕµuµ = 0. Consecuentemente, la velocidad angular Ω del ZAMO,
definida por:
Ω ≡ dϕ
dt
=
dϕ
dτ
dt
dτ
=
uϕ
ut
, (2.21)
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en el límite r → ∞ es también nula. Sin embargo, esta se anula sólo en el infinito, puesto
que conforme se acerca al KBH y la métrica es (2.16),
uϕ = gϕtut 6= 0 → Ω 6= 0.
Puede computarse la velocidad angular ganada Ω en términos de las componentes de la
métrica de Kerr usando la condición de conservación de momento angular garantizada por
esta solución. Entonces:
uϕ = 0 = gϕϕu
ϕ + gϕtu
t
y por (2.21),
Ω =
uϕ
ut
= − gϕt
gϕϕ
.
Reemplazando los correspondientes valores de (2.16), se obtiene:
Ω =
2Mar
(r2 + a2)2 − a2∆ sin2 θ . (2.22)
y de la definición de ∆ (2.14), vemos que el denominador es siempre positivo
(
r2 + a2
)2
> a2 sin2 θ
(
r2 + a2 − 2Mr) ,
por tanto, Ω/(Ma) = Ω/J > 0 , lo que implica que la velocidad angular ganada tiene el
mismo signo del momento angular del KBH; i.e., el ZAMO siempre co-rota con el agujero
negro.
Entonces, un observador que se mueve hacia un KBH desde una distancia radial infinita
y con momento angular cero, es arrastrado por el KBH y adquiere una velocidad angular que
obliga al ZAMO a corrotar con él.
Explícitamente, la ecuación(2.22) con θ = pi/2, que corresponde al plano ecuatorial del
KBH, queda:
Ω =
2J
r3 + a2 (2M + r)
que a primer orden en el parámetro a, es denominada la velocidad angular de Lense-Thirring
y fue reportada por primera vez en (Lense and Thirring [56]). El fenómeno en conjunto es
denominado efecto Lense-Thirring en honor a este trabajo.
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Recuperando las unidades cgs podemos escribir a Ω como:
ΩLT (r) =
2GJBH
c2r3
(2.23)
donde JBH nos permitirá recordar que se trata del momento angular total del BH.
Este resultado es de fundamental importancia en el cálculo de las GWs de nuestro modelo,
como analizaremos en el capítulo (4).
2.2.3. Teoremas no hair
En general, podemos definir un BH como una solución asintóticamente plana de las EFE
en el vacío, en la que una singularidad genuina de la curvatura es oculta por un horizonte
de eventos. Actualmente se considera que los BHs se generan como resultado del colapso
gravitacional de estrellas, siempre que éstas sean suficientemente masivas.
En dicho proceso de formación, aparecen ondas gravitacionales y otros procesos disipativos
que después de cierto tiempo, conducen a un estado estacionario y a la correspondiente fase
final del colapso. Hay algunos teoremas importantes respecto a agujeros negros estacionarios,
que fueron obtenidos por S. Hawking, W. Israel y B. Carter, y que prueban lo siguiente:
1. Un BH estacionario es axialmente simétrico. En contraste con el teorema de Birkoff
que establece la simetría esférica para el caso estático.
2. Cualquier BH estacionario, axialmente simétrico y sin carga eléctrica, es descrito por
la solución de Kerr.
3. Todo BH estacionario, axialmente simétrico, y cargado eléctricamente, es descrito por
la denominada solución deKerr-Newman, la cual, es una generalización de la solución
de Kerr en la que hay presencia de carga eléctrica. Esta solución es caracterizada sólo
por tres parámetros: la masa M , el momento angular J = aM , y la carga eléctrica Q.
Cualquier propiedad adicional existente en la estrella antes del colapso, tal como, su
estructura particular de campo magnético, presencia de corrientes de materia, rotación
diferencial, etc., desaparece en el BH que ella forma. Este resultado es comúnmente
enunciado de la siguiente manera: “A BH has no hair” , y por esta razón los teoremas
de unicidad se denominan teoremas no hair.
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Los BHs han sido estudiados con alto interés desde su aparición en la solución de Schwarzs-
child hasta la fecha, aunque su existencia real ha sido cuestionada por muchos miembros de
la comunidad científica, incluyendo al propio Einstein. Esta situación empezó a cambiar en
la parte final del siglo XX, cuando se reportaron los primeros “candidatos” a BH, ubicados
dentro y fuera de nuestra galaxia. Principalmente, se han agrupado en dos clases:
1. Supermassive Black Holes (SMBHs): Quasars (QSRs) y otros objetos supermasivos
similares (Blazars, Galaxias Seyfert I y II, etc.), que colectivamente reciben el nombre de
“Active Galactic Nuclei ” (AGN), teniendo masas en el rango: 106M < M < 109M.
Observaciones del Hubble Space Telescope, ASCA, rossi XTE, y más recientemente,
CHANDRA y XMM-Newton, han permitido concluir que SMBHs residen en el centro
de muchas galaxias, incluyendo la nuestra: Sgr A∗ ∼ 3× 106M [45].
Las palabras “active” y “nuclei” en los AGNs, se adoptaron para indicar que estos objetos
son fuentes altamente energéticas (algunos de ellos teniendo luminosidades superiores
a la de Eddington5), y tal energía proviene de una región extremadamente compacta6.
2. Stellar-mass Black Holes : Microquasars (M-QSRs) y otros BHs similares con masas de
orden: M . 10M. El término Microquasar fue propuesto por Mirabel et al. [64], para
referirse a que estos objetos presentan muchas cualidades de los QSRs pero como una
versión de baja escala. Decenas de MQSRs han sido localizados en el interior de nuestra
galaxia haciendo parte de sistemas binarios con emisiones significativas de rayos-X (X-
ray binaries). También, se han sugerido modelos con BHs de 2− 10M (por ejemplo,
[71]), para explicar la naturaleza de los Gamma-ray bursts (GRBs).
Debido a que la variabilidad temporal satisface la regla aproximada: (escala temporal) ∼
(Masa), entonces los mismos procesos que ocurren en QSRs (en años o cientos de años),
pueden ocurrir en MQRs en intervalos del orden de minutos e incluso milisegundos [13].
5LEdd: Representa el límite de potencia radiada por una estrella, por encima de la cuál la presión de
radiación es dominante y no es posible el equilibrio gravitacional. Este concepto se ampliará en 2.4.1
6Una revisión detallada de los AGNs puede encontrarse en [53].
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Como característica común, la radiación electromagnética que recibimos desde AGNs,
QSRs y MQSRs, no proviene de los BHs. Esto debido a que la temperatura asociada con la
posible radiación de Hawking [46], esta dada por:
TH =
~c3
8piGMBHkB
con: kB = constante de Boltzman,
y para BHs de masa estelar: TH ∼ 10−8 ◦K. Entonces, la radiación de Hawking es com-
pletamente opacada por el baño térmico de ∼ 3◦K asociado a la radiación cósmica de fondo7.
Actualmente se acepta que la radiación recibida es originada principalmente en el disco
de acreción que rodea a los BHs, donde el momento angular del material acretado es gradual-
mente removido, presumiblemente por procesos disipativos, causando que la materia caiga
en espiral y convierta su energía gravitacional en calor, la cual es posteriormente radiada al
exterior.
En algunos AGNs, flujos de partículas altamente relativistas (posiblemente formados por
un plasma de pares electrón-positrón más algunos bariones [22]) forman Jets colimados a
lo largo de los polos del sistema BH-Disco de acreción, y se extienden hasta distancias que
van desde parsecs (pc) hasta incluso Megaparsecs (Mpc). Esta clase de AGNs es conocida
como “radio-loud ” por su alta actividad en ondas de radio8. La morfología de estos Jets
es diversa, y en algunos casos, se presentan estructuras discretas con velocidades aparentes
superiores a la velocidad de la luz (llamadas también componentes superlumínicas)9. Sin
embargo, la presencia de Jets no es exclusiva de los AGNs, y también han sido observados
en objetos estelares jóvenes, en X-ray binaries de alta y baja masa (HMXBs, y LMXBs,
respectivamente), en GRBs y en MQSRs.
De hecho, se cree que los GRBs, que son emisiones intensas y de corta duración (flashes),
de radiación gamma, seguida por otras longitudes de onda (X-ray, luz visible y radio), y que
en conjunto se denominan afterglow, es emitida desde los jets ultrarelativistas por procesos
tipo Compton inverso y radiación de sincrotrón.
En la actualidad existe aun controversia respecto a los mecanismos responsables de la
formación de estos Jets, pero parece haber al menos tres ingredientes necesarios para que estos
se produzcan [50]: un disco de acreción, un objeto central que domina gravitacionalmente la
dinámica del disco y campos magnéticos de gran intensidad (ver figura 2.3).
7Para SMBHs, esta contribución es cinco ordenes menor: TH ∼ 10−13 ◦K.
8Aquellos que no presentan esta característica se denominan “radio-quiet”.
9El movimiento superlumínico puede ser explicado si estas componentes se mueven próximas a la velocidad
de la luz, en direcciones muy cercanas a la línea de visión (Blandford et al. [16], Rees [72]).
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(a) Ilustración de un AGN (b) QSR M87 y Jet
Figura 2.3: En (a) una representación artística de un AGN con sus elementos
característicos. Image Credit: Aurore Simonnet, Sonoma State University.
En (b) una fotografía en óptico de M87 y el Jet de longitud ∼ 1,5 kpc, tomada por
el Hubble Space Telescope en 1998. M87 es una galaxia gigante elíptica, ubicada
en el cluster de Virgo a ∼ 15 Mpc. Image Credit: J. A. Biretta et al., Hubble
Heritage Team (STScI /AURA), NASA
En contraste con la idea estándar de un disco plano que rodea al objeto central, imágenes
de alta resolución y sensitividad espectral, han permitido comprobar que en algunas fuentes
galácticas y extragalácticas hay evidencia de deformaciones (warps) y precesión en las estruc-
turas de los discos y/o Jets presentes en estos sistemas.10 (por ejemplo, [11, 18, 19, 44, 62, 84]).
En aras de comprender el origen de esta dinámica, se han propuesto algunos mecanismos:
1. Fuerzas tidal producidas por la estrella secundaria en el caso de sistemas binarios.
2. Inestabilidades producidas por radiación.
3. Inestabilidades producidas por influencia de campo magnético.
4. Combinación de esfuerzos viscosos en el disco, con el efecto relativista de Lense-
Thirring, que en conjunto se denomina el efecto Bardeen-Petterson [14].
5. Combinación de esfuerzos viscosos en el disco, con el efecto relativista asociado a per-
turbaciones de las órbitas keplerianas en la métrica de Kerr y que conducen a las
10Un estudio detallado de la precesión de Jets para el caso de AGNs y X-ray binaries, fue realizado en la
tesis doctoral de Anderson Caproni, Universidade de São Paulo [17]. Algunas ideas aquí expuestas, han sido
adaptadas de ese trabajo.
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denominadas frecuencias de epiciclo11 vertical νθ y radial νr [51, 86].
El efecto Bardeen-Petterson parece ser dominante en discos de acreción cuya disipación de
energía sea eficientemente radiada, y como consecuencia, la estructura geométrica del disco
se aproxime a la de un disco delgado, mientras que el mecanismo descrito en el literal 5,
puede justificar la precesión en discos más gruesos con menor eficiencia de enfriamiento [57].
Un trabajo donde se compara la relevancia de los cuatro primeros mecanismos, y su
consistencia observacional con datos de ocho X-ray binaries y cuatro AGNs, puede encontrarse
en [19]. En este artículo, se muestra que el efecto Bardeen-Petterson (inicialmente propuesto
para justificar los warps y precesión observada, en los trabajos de [18, 41, 52, 68, 81]), produce
precesiones en intervalos temporales que son compatibles con todas las muestras analizadas.
Sin embargo, debido a las incertidumbres observacionales asociadas a las muestras, no fue
posible en este trabajo, concluir definitivamente si este es el mecanismo fundamental que rige
la dinámica de dichos sistemas.
Aún asi, y basándonos en la confianza que ha ganado esta descripción y que ha venido
ampliándose en los últimos años (por ejemplo, [42, 58, 63, 68, 74, 85]), proponemos en esta
tesis que en primera aproximación, el efecto Bardeen- Petterson (que en adelante llamaremos
efecto BP), provee los órdenes correctos de magnitud para el cálculo de la precesión en discos
de acreción de sistemas galácticos y extragalácticos si en ellos se establece la geometría
mencionada.
Como se mostrará en el capítulo (4), los objetos astrofísicos que precesan son fuente de
GWs, y por esta razón, en lo que sigue de este capítulo estudiaremos los aspectos fundamen-
tales de la dinámica de discos de acreción con el objetivo de establecer las ecuaciones que
serán empleadas para el cálculo de este observable.
2.3.1. Efecto Bardeen-Petterson
El arrastre de coordenadas o efecto Lense-Thirring producido por un KBH fue estudiado
previamente en (2.2.2), donde se mostró que una partícula aproximándose a la singularidad,
adquiría una velocidad angular adicional dada por (2.23):
~ΩLT (r) =
2G~JBH
c2r3
Más precisamente, como consecuencia de ~ΩLT (r) la órbita de una partícula dada, precesa
11Este fenómeno relativista es independiente del efecto Lense-Thirring y actualmente es usado para estudiar
las denominadas QPOs - Quasi-Periodic Oscillations en discos de acreción.
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si su plano orbital se encuentra inicialmente inclinado con respecto al plano ecuatorial del
agujero negro, el cuál es definido como el plano perpendicular a la dirección de ~JBH . Debido
a que ΩLT ∝ r−3, el efecto es diferencial y deja de ser importante a grandes distancias del
KBH.
Consecuencia de lo anterior, si un disco viscoso de masa despreciable con respecto aMBH ,
fuese no coplanar con el ecuador del KBH, la acción de la precesión diferencial asociada al
efecto Lense-Thirring, hará que el disco se deforme, formando un sistema conocido como
“warped disc”. La acción combinada del efecto Lense-Thirring y la viscosidad interna del
disco, causa el denominado efecto Bardeen- Petterson, el cuál tiende a alinear la parte más
interna del disco con el plano ecuatorial del KBH.
Por las razones expuestas, la región más externa del disco es inalterada por el efecto BP
y por tanto, preserva su orientación original. Una representación esquemática de el efecto BP
para un X-ray binary, puede verse en la figura (2.4).
Figura 2.4: Diagrama esquemático del efecto BP para un X-ray binary donde
se representan: (1) el objeto central en rotación (BH o Neutron Star), (2) parte
interior del disco donde el efecto BP es más significativo y tiende a alinearlo con el
plano ecuatorial, (3) una región de transición, (4) parte exterior del disco con su
orientación original, y (5) la estrella compañera que alimenta el disco de acreción.
Figura tomada de Fragile et al. [42]
El radio de transición en donde el momento angular específico se alinea con el del
KBH, se conoce como el radio de Bardeen-Petterson (RBP ), y básicamente, es determinado
comparando la escala temporal asociada al efecto Lense-Thirring, con el intervalo tempo-
ral en el que se transmiten las deformaciones (ondulatoria o difusivamente) a través del disco.
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El cálculo formal de esta distancia requiere entonces de consideraciones específicas sobre el
comportamiento viscoso del disco, tanto en dirección vertical (ortogonal al plano de simetría)
como en las direcciones radial y azimutal. Sin embargo, mediante simulaciones hidrodinámicas
del efecto Bardeen-Petterson, realizadas en Nelson and Papaloizou [68], y que incluían un
amplio rango de parámetros, se estableció una relación entre el número de Mach (MMach) del
disco12 y su comportamiento dinámico, incluyendo el orden de magnitud del radio BP:
MMach < 5: El disco precesa como un cuerpo rígido, i.e., sin presencia evidenciable de
deformaciones. Por tanto RBP es en sí mismo el radio exterior Rout. Se ha propuesto
que esta condición es satisfecha en algunos discos transientes que se establecen en los
modelos de GRBs (por ejemplo, Romero et al. [74]).
MMach ∼ 10: El radio BP aparece en el rango RBP ∼ (10− 16)Rg, y las deformaciones
se propagan ondulatoriamente.
MMach ∼ 30: RBP ∼ 30Rg y las deformaciones se propagan difusivamente.
En los dos últimos casos, los resultados de esas simulaciones muestran que el disco, ini-
cialmente sometido a precesión diferencial, evoluciona junto con el RBP hasta alcanzar una
configuración donde el disco interior se alínea con el ecuador del BH, y la parte externa con
r > RBP , precesa prácticamente como cuerpo rígido, vistos desde el sistema de referencia del
KBH (ver figura 2.5).
De manera equivalente, podemos considerar que en el sistema de referencia del disco, el
sistema disco interno-KBH precesa rígidamente en este régimen estacionario, como se ilustra
en la figura (2.6). Este proceso de precesión “cuasi-rígida” continúa hasta que por efectos del
torque inducido, los dos sistemas se alinean, en escalas temporales que dependen del tamaño
total del sistema, siendo (106 − 109)yr el orden de magnitud estimado para algunos AGNs
(por ejemplo, [18, 20]).
Por tal razón, asumiremos en nuestro modelo que el sistema ha tenido el tiempo suficiente
para establecer el estado de precesión de cuerpo rígido, y así, para sistemas con MMach > 5,
usaremos la palabra disco de acreción para referirnos al sistema disco interno-KBH.
Con esta hipótesis, obtendremos mediante un análisis simple el radio BP y la frecuencia
angular de precesión en el capítulo (4).
12MMach ∼ (H/R)−1 donde H es la escala de altura del disco y R se refiere al radio externo. En este
sentido, entre más delgado el disco, mayor es el número de Mach.
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(a) (b)
Figura 2.5: Simulación hidrodinámica de un disco de acreción dominado por el
efecto BP mostrando la evolución temporal (de arriba hacia abajo). El plano
ecuatorial del KBH con rotación extremal se representa por z = 0 y se empleó el
valor normalizado Rg = 0,04. En (a) un disco conMMach = 12, radio externo R =
1, donde se obtuvo un RBP ∼ 17Rg. En (b): MMach = 30, R = 2 y RBP ∼ 33Rg.
Figura tomada de Nelson and Papaloizou [68].
Figura 2.6: Representación del efecto Bardeen-Petterson en un disco de acreción
con MMach > 5, en el sistema fijo al disco. Figura tomada de [58].
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2.4. Acreción como fuente de energía
Como se mencionó en la sección anterior, la extracción de energía potencial gravitatoria del
material acretado sobre un objeto compacto es hoy reconocida como la fuente principal de la
radiación emitida por X-ray binaries, AGNs, GRBs y QSRs. Analizaremos brevemente este
proceso con el ánimo de establecer un orden de magnitud13 en la energía radiada por estos
sistemas.
Para ello, consideremos un objeto compacto arbitrario (estrella de neutrones, enana blanca
o BH), con masa M y radio R∗. Entonces la energía potencial gravitacional liberada por
acreción de una masa m sobre su superficie es:
∆Eacc =
GMm
R∗
si M es una estrella de neutrones: R∗ ∼ 10km, y M ∼ M, con lo cual:
∆Eacc
m
∼ GM
R∗
∼ 1020 erg
g
.
Podríamos esperar que esta energía sea principalmente liberada en forma de radiación
electromagnética aunque es posible que se den también otros procesos. En cualquier caso, la
energía liberada por acreción es fuertemente dependiente de qué tan compacto es el objeto
acretante, i.e., de la relación M/R∗, que es denominada eficiencia.
Para el caso de BHs, la superficie no es un parámetro físico pero podemos considerarla
equivalente al horizonte de eventos, que para el caso de Schwarzschild coincide con
Rs =
2GM
c2
= (3km)
MBH
M
2.4.1. Límite de Eddington
Supongamos un proceso de acreción estacionario y esféricamente simétrico. Si asumimos que
el material acretado es hidrógeno totalmente ionizado, la radiación ejerce fuerza principal-
mente sobre los electrones libres mediante scattering Thomson (puesto que la sección eficaz
de los protones es mas pequeña ∼ (me/mp)2). Si S es el flujo de energía radiante en erg/scm2,
y σT = 6,7× 10−25cm2 es la sección eficaz para los electrones, entonces la fuerza radial sobre
13En este sentido, haremos nuestros análisis empleando gravitación newtoniana.
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cada electrón puede escribirse como:
~F =
(
σT
S
c
− GMmp
r2
)
r̂ =
(
σT
L
c4pir2
− GMmp
r2
)
r̂
donde L es la luminosidad de la fuente acretante. Así, la luminosidad de la fuente tiene un
límite para el cual la fuerza radial F → 0, y define el límite de Eddington:
F → 0 ⇒ GMmp = σTLEdd
4pic
⇒ LEdd ' 1,3× 1038
(
M
M
)
erg
s
Para luminosidades mayores, la fuerza es radial hacia afuera y por tanto, la presión de
radiación excede a la atracción gravitacional haciendo que el proceso de acreción se detenga.
Si toda la radiación se debiera a acreción, esto apagaría la fuente.
Para objetos dominados por acreción, el límite de Eddington implica un límite sobre la
tasa de acreción: M˙(g/s). Esto es:
Lacc =
GM
R∗
dm
dt
=
GMM˙
R∗
(2.24)
Para enanas blancas los órdenes típicos de magnitud permiten escribir:
Lacc = 1,3× 1033
(erg
s
)[ M
M
] [
M˙
1016
][
109
R∗
]
(2.25)
con cada término de los paréntesis en unidades cgs. De la misma forma, para estrellas de
neutrones:
Lacc = 1,3× 1036
(erg
s
)[ M
M
] [
M˙
1016
][
106
R∗
]
(2.26)
Por tanto,
Enanas blancas: LEdd ' 105Lacc ⇒ M˙ ∼ 1021g/s
Estrellas de neutrones: LEdd ' 102Lacc ⇒ M˙ ∼ 1018g/s
(2.27)
Para el caso de BHs no es tan evidente que Lacc ' GMM˙/R∗, puesto que R∗ no define
una superficie material sino una región donde la materia que cae no puede escapar y mucha
de esta energía puede desaparecer en el BH, incrementando su masa y sin ser radiada. La
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incertidumbre en este caso es parametrizada por el factor de eficiencia η:
Lacc = 2η
GMM˙
R∗
= ηM˙c2 (2.28)
y como se ha propuesto, un estimado razonable para η es ∼ 0,1. Un resultado interesante que
se sigue de esta discusión es que para AGNs y QSRs, donde las luminosidades son del orden de
∼ 1047erg/s, si estos sistemas se proponen radiar por debajo del límite de Eddington, entonces
su masa debe ser ∼ 109M, lo que muestra que solo SMBHs son candidatos plausibles para
estos sistemas.
2.5. Dinámica del Gas
Aunque el gas que constituye un disco de acreción es generalmente un plasma, es posible
realizar un tratamiento desde la perspectiva del continuo cuando el orden de longitudes
en la descripción sea mayor que la longitud del camino libre medio de las partículas. Este
análisis contempla muchos resultados de hidrodinámica y termodinámica del gas, que pueden
consultarse para mayor completez en el texto de Frank et al. [43].
Las ecuaciones que gobiernan la dinámica del gas son fundamentalmente: 3 ecuaciones de
conservación y una ecuación de estado, más las condiciones apropiadas de frontera.
Dado un gas con densidad ρ, velocidad ~v y temperatura T , cada una como función de ~r
y t, la ecuación de continuidad expresa la conservación de la masa en la siguiente forma:
∂ρ
∂t
+5 · (ρ~v) = 0 (2.29)
Por movimiento térmico, el gas tiene una presión en cada punto. Muchos sistemas astro-
físicos satisfacen aproximadamente la ecuación de estado de gases perfectos:
P =
NkBT
V
=
ρkBT
µmH
(2.30)
donde µ es el peso molecular medio de las partículas constituyentes y mH ∼ mp es la masa
de una “partícula” de hidrógeno, i.e., si el gas es hidrógeno neutro: µ = 1, y si es hidrógeno
ionizado: µ = 1/2.
Los gradientes de presión en el gas implican fuerzas y por tanto, transporte de momentum.
Si representamos las otras fuerzas que actúan en el gas ( por ejemplo de tipo gravitacional,
eléctrico, etc.,) por unidad de volumen, con ~f , entonces la ecuación de conservación de mo-
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mentum para cada elemento de volumen conduce a la ecuación de Euler:
ρ
∂~v
∂t
+ ρ~v · 5~v = −5 P + ~f (2.31)
La tercera ley de conservación es la de la energía. Un elemento de volumen del gas tiene
dos formas de energía: energía cinética
1
2
ρv2, y energía interna ρε, siendo ε la energía interna
por unidad de masa. De acuerdo con el teorema de equipartición, podemos escribir esta
cantidad como: ε =
3
2
kBT
µmH
, y de esta forma la ecuación de conservación para la energía es
dada por:
∂
∂t
(
1
2
ρv2 + ρε
)
+5 ·
[(
1
2
ρv2 + ρε+ P
)
~v
]
= ~f · ~v −5 · ~Frad −5 · ~q (2.32)
donde ~Frad es el vector flujo de radiación y ~q es el flujo de conductividad de calor.
El sistema de ecuaciones (2.29, 2.30, 2.31 y 2.32), complementado por las expresiones
para 5 · ~Frad y ~f , permiten la descripción completa del gas bajo las condiciones de frontera
apropiadas.
Por ejemplo, para flujos estacionarios, en donde no hay pérdidas de energía por radiación
ni conducción térmica, la manipulación de este sistema de ecuaciones conduce a la relación
politrópica:
Pρ−5/3 = cte (2.33)
que describe flujos adiabáticos. Otro resultado importante del sistema de ecuaciones mencio-
nado, es que una solución posible es la de equilibrio hidrostático, en donde además de flujo
estacionario, ausencia de transferencias por radiación y calor, se toma ~v = 0. La manipula-
ción del sistema de ecuaciones, muestra que tanto la densidad como la presión satisfacen una
ecuación de ondas:
52 ρ− 1
dP
dρ
∂2ρ
∂t2
= 0 (2.34)
y equivalentemente para P . De modo que las perturbaciones de presión y densidad se propa-
gan en el fluido a la velocidad
cs =
(
dP
dρ
)1/2
(2.35)
y definen la velocidad del sonido en dichos sistemas. Esta velocidad puede escribirse para
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fluidos astrofísicos típicos como:
cs ' 10
[
T
104 ◦K
]1/2
km
s
(2.36)
y da el orden de magnitud de la rapidez a la cual responde el gas ante cambios en la presión
y/o densidad.
Un fluido es supersónico si su velocidad satisface: |~v| > cs, y en este caso, los gradientes
de presión tienen poca relevancia.
2.5.1. Estructura radial del disco de acreción
Consideraremos la dinámica de un disco con simetría axial y grosor despreciable, puesto que
corresponde a discos en los que el efecto BP es significativo. En coordenadas polares (R, φ, z),
centradas en el disco, esto significa que la distribución de materia está muy cerca del plano
z = 0. Asumiremos también que la materia se mueve con velocidad angular igual a su valor
kepleriano relativista: Ωk, en circunferencias respecto al KBH; esta hipótesis corresponde a
considerar que los efectos de autogravitación en el disco son despreciables. Entonces:
Ωk(R) =
c3
GMBH
[(
R
Rg
)3/2
+ a∗
]−1
(2.37)
que en el límite a∗ → 0, coincide con el valor kepleriano conocido: Ωk =
(
GM
R3
)1/2
.
La velocidad azimutal de una partícula ubicada a la distancia radial R puede escribirse
como:
vφ(R) = RΩk(R) (2.38)
Adicional a esta velocidad, se asume que el gas que constituye el disco posee una pequeña
velocidad radial “de deriva”: vR, la cuál cerca del BH es negativa (de acuerdo con nuestras
coordenadas), tal que el material es acretado.
~vR = vRR̂ con: vR < 0 (2.39)
El disco es caracterizado por una densidad superficial de masa Σ = Σ(R, t), que es
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obtenida al integrar la densidad volumétrica de masa ρ en la dirección del eje z:
Σ(R, t) =
∫ +H/2
−H/2
ρ(R, t)dz (2.40)
A continuación planteemos las ecuaciones de conservación para la masa y para el trans-
porte de momento angular en el disco debido al movimiento radial de deriva. Para ello,
consideremos un anillo del disco entre R y R + dR, como se indica en la figura (2.7).
Figura 2.7: Coordenadas polares en discos delgados
Así, la masa superficial del anillo diferencial puede escribirse como:
dM = 2piR dR Σ (2.41)
y el correspondiente momento angular es:
dJ = R dM vφ = 2pi R dR Σ R
2 Ω. (2.42)
La tasa de cambio de estas cantidades determinan el flujo neto de masa y de momento
angular a través de las fronteras R y R + dR. Realizando las correspondientes derivadas
temporales se obtiene:
R
∂Σ
∂t
+
∂
∂R
(RΣvR) = 0 para la conservación de masa (2.43)
y para el momento angular:
R
∂
∂t
(
ΣR2Ωk
)
+
∂
∂R
(
RΣvRR
2Ωk
)
=
1
2pi
∂G
∂R
con: G(R, t) = 2piRνΣR2
∂Ωk
∂R
. (2.44)
donde ν se refiere a la viscosidad cinemática. Las expresiones dadas en (2.43 y 2.44), junto
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con alguna selección de ν, definen completamente la estructura radial del disco. Si el disco
es kepleriano y Ωk es independiente del tiempo, la combinación de las anteriores expresiones
muestran que Σ satisface una ecuación de difusión de la forma:
∂Σ
∂t
=
3
R
∂
∂R
(
R1/2
∂
∂R
[
νΣR1/2
])
(2.45)
la cual, en general es no lineal para Σ porque ν puede ser función de variables locales del
disco: Σ, R y t.
2.5.2. Modelo de disco fino - Shakura- Sunyaev [83]
La solución analítica más sencilla fue obtenida en Shakura and Sunyaev [83] y corresponde
a la solución de steady thin discs- discos finos estacionarios. Esta solución ha adquirido el
estatus de modelo estándar en el estudio de los discos de acreción, tal que constituye la
base para modelos más específicos en procesos de disipación de energía. Principalmente, la
hipótesis de disco estacionario asume que las condiciones externas al disco (por ejemplo, la
tasa de transferencia de masa), cambian en escalas de tiempo muy superiores a la escala
en la que se dan los procesos viscosos y por ende, el disco puede alcanzar una estructura
temporalmente estacionaria. Bajo esta hipótesis, la ecuación (2.43) se reduce a:
RΣvR = cte (2.46)
que implica que la masa acretada por unidad de tiempo es constante y puede escribirse como:
M˙ = 2piRΣ(−vR) (2.47)
Considerando la velocidad angular kepleriana sin el factor de corrección relativista: Ωk '(
GM
R3
)1/2, que corresponde al caso de BHs con lenta rotación, la ecuación (2.44) se reduce a:
νΣ =
M˙
3pi
[
1−
(
R∗
R
)1/2]
(2.48)
El flujo de energía a través de las caras del disco toma la forma,
D(R) =
3
8pi
GMM˙
R3
[
1−
(
R∗
R
)1/2]
(2.49)
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tal que la tasa de disipación de energía por unidad de volumen puede escribirse como:
D(R)
H
=
3
8pi
M˙Ω2k
H
[
1−
(
R∗
R
)1/2]
(2.50)
Por otra parte, la condición de disco fino se establece exigiendo que z  R, lo que implica
en la ecuación de Euler (2.31):
1
ρ
∂P
∂z
' −GMz
R3
(2.51)
y dado que la escala vertical típica en dirección z es del orden de H, podemos hacer:
∂P
∂z
∼ P
H
de modo que la hipótesis de disco fino equivale también a exigir que H  R. Además:
c2s =
∂P
∂ρ
∼ P
ρ
⇒ c
2
s
H
' GMH
R3
por tanto:
H ' cs
(
R3
GM
)1/2
= cs
(
R
GM
)1/2
R ⇒ H
R
' cs
(
R
GM
)1/2
(2.52)
y dado que
H
R
 1, ⇒ cs 
(
GM
R
)1/2
.
Es decir, cs  vφ. Luego para un disco fino, se requiere que la velocidad local kepleriana
sea altamente supersónica.
En el artículo mencionado, Shakura y Sunyaev proponen una parametrización de la vis-
cosidad que permite obtener un orden de magnitud sin incluir detalles del movimiento tur-
bulento. En ella: ν = αcsH con α . 1, y dado que la velocidad radial: vR ∼ ν
R
=
αcsH
R
,
entonces se sigue que vR  cs; es decir, la velocidad radial es altamente subsónica en el límite
de discos finos bajo la α−prescription de Shakura-Sunyaev.
El número de Mach es formalmente definido por:
MMach =
|~v|
cs
' vφ
cs
(2.53)
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pero de (2.52) se sigue que:
H ' cs
Ωk
=
csR
vφ
=
R
MMach
⇒MMach '
(
H
R
)−1
(2.54)
en acuerdo con lo mencionado en el paper de [68]. Finalmente, la solución de Shakura asume
que la profundidad óptica τ corresponde a la de un disco ópticamente grueso en el siguiente
sentido:
τ = ρHKR(ρ, Tc) = ΣKR  1 (2.55)
siendo Tc la temperatura en el plano medio, y KR la constante de Rosseland que determina
la opacidad media en el disco, la cuál se asume que es bien aproximada por la ley de Kramer:
KR = 5× 1024ρT−7/2c
cm2
g
(2.56)
Con estas hipótesis, las expresiones explícitas de la solución de disco fino de Shakura-
Sunyaev en términos de los parámetros adimensionales:
R10 =
R
1010cm
, m1 =
M
M
, M˙16 =
M˙
1016
g
s
, y: f =
(
1−
(
R∗
R
)1/2)1/4
(2.57)
quedan dadas por:
Σ = 5,2α−4/5M˙7/1016 m
1/4
1 R
−3/4
10 f
14/5 g
cm2
= Hρ
H = 1,7× 108α−1/10M˙3/2016 m−3/81 R9/810 f 3/5 cm
ρ = 3,1× 10−8α−7/10M˙11/2016 m5/81 R−15/810 f 11/5
g
cm3
Tc = 1,4× 104α−1/5M˙3/1016 m1/41 R−3/410 f 6/5 ◦K
τ = 190α−4/5M˙1/516 f
4/5
vR = 2,7× 104α4/5M˙3/1016 m−1/41 R−1/410 f−14/5
cm
s
(2.58)
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Dichas cantidades permiten calcular la frecuencia de precesión en discos finos, y los mo-
mentos de inercia. Debemos tener presente que el sistema de ecuaciones en la solución de
Shakura-Sunyaev es aplicable siempre que los parámetros observacionales indiquen que los
incrementos de energía disipada en el disco son rápidamente radiados al exterior.
2.5.3. Extensión a disco delgado - Popham [71]
El sistema de ecuaciones obtenido en la solución de Shakura-Sunyaev depende decisivamente
de la tasa de acreción sobre el objeto compacto. En AGNs y LMXBs, M˙ . 10−8M/yr, y
para un amplio rango de bajas tasas de acreción dentro de este intervalo, la energía liberada
por disipación de tipo viscoso puede ser radiada eficientemente, permitiendo que se genere la
estructura de un disco fino de Shakura.
Sin embargo, para muy bajas tasas de acreción, la eficiencia de enfriamiento cambia y
puede ocurrir que parte de la energía disipada sea arrastrada por el fluido hacia el BH,
conduciendo a estados denominados (ADAF - advection-dominated accretion flow), y en
los cuales el disco es geométricamente grueso, i.e., H/R > 1. Esta situación ocurre porque
los procesos radiativos son muy ineficientes a bajas densidades. ADAFs pueden establecerse
también cuando la tasa de acreción es alta si el disco es ópticamente grueso.
Modelos recientes para fuentes de GRBs muestran que en estos sistemas se pueden esta-
blecermuy altas tasas de acreción, en el rango de ∼ (0, 01−10)M/s, estados conocidos como
hiperacreción. En estas situaciones, la naturaleza de los ADAFs cambia drásticamente puesto
que gran parte de la energía disipada es liberada en procesos de fotodesintegración, captura
de pares por nucleones y emisión de neutrinos (también denominados procesos URCA).
En Popham et al. [71], se presenta un modelo numérico para el disco relativista de estas
fuentes en hiperacreción y se concluye que para R ∼ (107 − 108)cm el modelo se acerca
suficientemente al comportamiento de un disco delgado (slim) donde H/R . 1. Mas allá
de este radio el disco es nuevamente dominado por advección y su estructura geométrica de
mayor grosor es de tipo toroidal. Esta correspondencia entre sistemas dominados por emisión
de neutrinos y discos delgados, fue también establecida en un trabajo muy reciente, Liu et al.
[59].
Las ecuaciones en el régimen de disco delgado se obtienen de la solución de Shakura-
Sunyaev al igualar la tasa de disipación de energía por unidad de volumen (2.50), con la tasa
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de enfriamiento por generación de neutrinos:
q˙ = 9× 1033
 ρ
1010
g
cm3
( T
1011◦K
)6
erg
cm3s
Haciendo lo anterior, y definiendo: m1 =
M
M
, y µ =
M˙
Ms−1
, se obtiene:
H(m1, R) = 1,7× 104α0,1m0,91
(
R
Rg
)1,35
cm
T (m1, R) = 1,3× 1011α0,2m0,21
(
R
Rg
)−0,3
◦K
ρ(m1, µ, R) = 1,2× 1014α−1,3µm−1,71
(
R
Rg
)−2,55
g
cm3
Σ(m1, µ, R) = Hρ
g
cm2
vR(m1, R) = 5,6× 108α1,2m−0,21
(
R
Rg
)0,2
cm
s
(2.59)
Comparado con la solución de Shakura, la densidad en estos discos es mayor y la tempe-
ratura disminuye.
En esta tesis proponemos emplear las ecuaciones obtenidas por Popham (2.59) para eva-
luar los momentos de inercia y períodos de precesión en discos de acreción asociados a GRBs,
cuando el radio de Bardeen-Petterson pertenezca al rango R ∼ (107 − 108)cm, donde los re-
sultados mencionados tienen validez.
Nótese que tanto las ecuaciones de Shakura como las de Popham, son independientes del
tiempo, es decir, se asume implícitamente que la acreción ha alcanzado un régimen estaciona-
rio. Para el caso de AGNs esta condición se cumple en amplios intervalos de tiempo, mientras
que para GRBs estos intervalos pueden ser del mismo orden que la duración del burst : ∼ 20s
[38].
Capítulo 3
Ondas gravitacionales (GWs)
Una de las predicciones más interesantes de la teoría General de la Relatividad (GR) y
realizada por el mismo Einstein en [34], es la existencia de ondas gravitacionales (GWs).
La idea de que una perturbación del campo gravitacional se propague en forma de onda, es
de alguna manera intuitiva y de hecho, ya había sido sugerida por Poincaré en 1905, antes
de la publicación de la teoría de relatividad especial, para resaltar que en una teoría de la
gravitación la interacción debe propagarse a velocidad finita. Como ejemplo, notemos que
las ondas electromagnéticas fueron introducidas cuando la teoría electrostática de Coulomb
fue reemplazada por la teoría electrodinámica de Maxwell, y en ella se mostraba que dicha
radiación podía transportar a través del espacio la información referente a la evolución
de sistemas cargados eléctricamente. Es entonces razonable considerar que cuando una
distribución de masa-energía cambia en el tiempo, la información asociada a este cambio
debería propagarse en forma de ondas. Sin embargo, las ondas gravitacionales tienen un
elemento distintivo: debido a la asociación del potencial gravitatorio con el tensor métrico
gµν , las GWs son ondas métricas. Entonces cuando ellas se propagan, la geometría, y
consecuentemente, la distancia propia entre puntos del espaciotiempo, cambian en el tiempo.
La aproximación más inmediata, analizada en (sección 3.1), es obtenida de la linealización
de las ecuaciones de campo de Einstein y nos permitirá estudiar las características físicas
más relevantes asociadas a este observable (sección 3.2), su relación con la información de las
fuentes astrofísicas (sección 3.3), así como también, los métodos experimentales desarrollados
para su detección (sección 3.4).
3.1. Linealización de las EFE
Como se ha indicado en el capítulo anterior, resolver analíticamente las EFE para fuentes
que evolucionan en el tiempo, es un reto de enormes dimensiones debido a la no linealidad
de las mismas. Sin embargo, el campo lejano de fuentes localizadas es suficientemente débil
y nos permite invocar aproximaciones basadas en el método de perturbaciones.
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En esta sección mostraremos el formalismo de esta aproximación que nos conducirá a la
linealización de las ecuaciones de Einstein y a la denominada teoría linealizada 1. Es de esta
versión de las EFE de donde veremos el significado de las ondas gravitacionales, tema que se
estudiará en lo que resta del capítulo. Las secciones (3.1) y (3.2), son fundamentadas por el
texto de Maggiore [61].
Propongamos que gµν es una solución conocida de las EFE que puede ser, por ejemplo, la
métrica del espaciotiempo de Minkowski ηµν o la métrica generada por un BH de Schwarzs-
child; y que en general, denominaremos métrica del background. Entonces, consideremos una
pequeña perturbación hµν(x) de esta métrica, causada por alguna fuente con tensor energía-
momentum que denotaremos con tµν . El espaciotiempo resultante tendrá un tensor métrico
que puede ser descrito como:
gµν(x) = gµν(x) + hµν(x), con |hµν(x)|  |gµν(x)|. (3.1)
Si a partir de (3.1), expandimos a primer orden en hµν(x) las EFE, la teoría resultante es
denominada teoría linealizada y hµν(x) satisface una ecuación de ondas en la región exterior
de la fuente, que nos conducirá a la noción de ondas gravitacionales.
Simetrías en Teoría Linealizada
Por simplicidad, consideremos un background plano en el que gµν = ηµν . La ecuación (3.1)
queda entonces:
gµν(x) = ηµν + hµν(x), con |hµν(x)|  1 (3.2)
y es importante resaltar que debido a que las componentes de un tensor son dependientes
de las coordenadas, entonces estamos interesados en situaciones físicas donde existe un con-
junto de observadores, que denominaremos (NLC- Near Lorentz Coordinates) para los cuales
(3.2) es válida sobre una región del espaciotiempo. De esta forma, al escoger una clase de
marcos de referencia, la teoría linealizada pierde la propiedad de invarianza de la GR bajo
transformaciones generalizadas de coordenadas (2.1).
Esta aparente debilidad resulta ser conveniente debido a que el rompimiento de una
invarianza local es en general el mejor camino para descubrir los verdaderos grados de libertad
y exponer la teoría a una teoría de campos [61].
Dos fundamentales tipos de transformaciones coordenadas pueden hacerse sobre sistemas
1También denominada gravedad linealizada.
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NLC: Transformaciones infinitesimales locales y Transformaciones de Lorentz.
Transformaciones infinitesimales locales
Consideremos una transformación infinitesimal local de la forma:
xµ → x′µ = xµ + ξµ(x), con |∂µξν | ∼ |hµν | (3.3)
entonces, usando la ley de transformación para la métrica (2.2), encontramos que la trans-
formación para hµν a primer orden es:
hµν(x)→ h′µν(x′) = hµν(x)− (∂µξν + ∂νξµ) (3.4)
y debido a la condición |∂µξν | ∼ |hµν |, entonces: |h′µν(x′)|  1. Es decir, la condición dada
en (3.2) es preservada. Por tanto,
g′µν(x
′) = ηµν + h′µν(x
′)
son las componentes del tensor métrico en un NLC.
Esto significa que el efecto de una transformación infinitesimal local de la forma (3.3), es
el de redefinir la perturbación hµν según (3.4) y en este sentido, (3.3) es una simetría gauge
de la teoría linealizada.
Transformaciones de Lorentz
Podemos realizar también transformaciones de Lorentz entre NLC, que son transformaciones
finitas globales, i.e., independientes de coordenadas, y que denominaremos (BLT- Background
Lorentz Transformations):
xµ → x′µ = Λµνxν (3.5)
con Λµν una matriz de coeficientes constantes que satisface:
ηµν = Λ
ρ
µΛ
σ
ν ηρσ. (3.6)
Bajo BLT, las componentes del tensor métrico transforman según:
gµν(x)→ g′µν(x′) = Λ ρµΛ σν gρσ(x) = ηµν + Λ ρµΛ σν hρσ(x)
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y por tanto, en el nuevo marco,
g′µν(x
′) = ηµν + h′µν(x
′), con h′µν(x
′) = Λ ρµΛ
σ
ν hρσ(x)
lo cuál implica que la perturbación hµν transforma como un tensor bajo el grupo de transfor-
maciones de Lorentz, aunque no podemos decir lo mismo bajo el grupo de transformaciones
generalizadas de coordenadas. Más aún, vemos de (2.1) que hµν es invariante bajo trasla-
ciones constantes del tipo xµ → x′µ = xµ + aµ, donde aµ es finito pero no necesariamente
infinitesimal; entonces:
Adicional a la simetría gauge expresada en (3.3), la teoría linealizada es invariante bajo
transformaciones finitas de Poincaré, que es el grupo formado por traslaciones y transforma-
ciones de Lorentz.
3.1.1. Expansión alrededor del espaciotiempo plano
Para escribir las EFE en teoría linealizada, debemos expandir el tensor de Einstein (2.5)
a primer orden en hµν . Para ello, es necesario encontrar previamente las correspondientes
expresiones para el tensor de Riemann, Ricci y el escalar de curvatura.
Tensor de Riemann
Recordemos que el tensor de Riemann (2) es definido por:
Rµνρσ = ∂ρΓ
µ
νσ − ∂σΓµνρ + ΓµαρΓανσ − ΓµασΓανρ
y dado que Γµνσ ∼ ∂µgνσ, entonces los dos últimos términos en esta expresión son cuadráticos
en las primeras derivadas del tensor métrico y por tanto de segundo orden en ∂µhνσ , por lo
cuál serán despreciados. Usando explícitamente los símbolos de Christoffel (1), se obtiene:
Rαβµν =
1
2
(gαν,βµ + gβµ,αν − gαµ,βν − gβν,αµ)
Pero dado que:
gαν,βµ = hαν,βµ
al ser nulas las derivadas de ηµν , las componentes del tensor de Riemann a orden lineal en
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hµν toman la forma:
Rαβµν =
1
2
(hαν,βµ + hβµ,αν − hαµ,βν − hβν,αµ) (3.7)
y bajo la transformación gauge (3.4), estas componentes son invariantes [82].
Antes de contraer el tensor de Riemann para obtener el tensor de Ricci y el escalar de
curvatura en teoría linealizada, conviene hacer las siguientes definiciones:
h ≡ ηµνhµν , hµν = hµν − 1
2
ηµνh. (3.8)
De donde se sigue que: h = ηµνhµν = −h, y esta característica hace que a hµν se le
denomine el “tensor” traza-inversa de hµν . Adicionalmente, de (3.8) se obtiene la expresión
simétrica:
hµν = hµν − 1
2
ηµνh. (3.9)
Tensor de Ricci y escalar de curvatura
El tensor de Ricci (3), se obtiene contrayendo al tensor de Riemann (3.7):
Rβν ≡ Rαβαν =
1
2
(
∂α∂βh
α
ν + ∂α∂νh
α
β − ∂β∂νh− ∂α∂αhβν
)
e introduciendo la definición (3.9), este queda:
Rαβ =
1
2
(
∂α∂
µhµβ + ∂β∂
µhµα − ∂µ∂µhαβ + 1
2
ηαβ∂
µ∂µh
)
. (3.10)
Una nueva contracción nos permite obtener el escalar de curvatura:
R ≡ Rσσ = ∂µ∂βhµβ +
1
2
∂µ∂µh. (3.11)
EFE en teoría linealizada
Con los resultados anteriores, podemos escribir el tensor de Einstein como:
Gµν = Rµν − 1
2
gµνR = −1
2
(
hµν + ηµν∂ρ∂σhρσ − ∂ρ∂νhµρ − ∂ρ∂µhνρ
)
(3.12)
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donde  ≡ ∂µ∂µ, es el D’alembertiano u operador de onda del espaciotiempo de Minkowski.
Así, las ecuaciones de Einstein en teoría linealizada quedan:
Gµν =
8piG
c4
Tµν ⇒ hµν + ηµν∂ρ∂σhρσ − ∂ρ∂νhµρ − ∂ρ∂µhνρ = −16piG
c4
Tµν (3.13)
Podemos usar la libertad gauge (3.4) para escoger el Gauge de Lorentz:
∂νhµν = 0 (3.14)
que reduce la ecución (3.13) a su forma más simple:
hµν = −16piG
c4
Tµν (3.15)
Esta es la ecuación fundamental a partir de la cual analizaremos la generación de GWs
en teoría linealizada.
Antes de continuar, notemos lo siguiente:
1. El gauge de Lorentz (3.14) fija completamente la libertad gauge de la teoría linealizada
sólo si escogemos el campo ξµ(x) tal que: ξµ(x) = 0.
2. Este gauge es consistente con la conservación local de energía-momentum que, en teoría
linealizada toma la forma: ∂µTµν = 0.
3. Si bien hemos realizado este análisis empleando un background plano, en general, el
tensor Tµν tiene contribuciones tanto de la fuente que genera el background como de la
que genera la perturbación.
3.2. GWs en el TT Gauge
Para estudiar la propagación de GWs, así como su interacción con masas de prueba, debemos
resolver las EFE en el gauge de Lorentz (3.15) y fuera de la fuente, donde Tµν = 0. Esto es:
hµν = 0 (3.16)
y dado que  = − 1
c2
∂2
∂t2
+52, (3.16) es una ecuación de ondas para la perturbación hµν .
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Entonces, hemos mostrado que una perturbación de un espaciotiempo plano se propaga
como una onda a la velocidad de la luz, y que la teoría de gravitación de Einstein predice la
existencia de ondas gravitacionales.
Fuera de la fuente podemos simplificar aún mas la forma de la métrica si escogemos
adecuadamente las componentes del campo gauge ξµ, que como se indicó previamente, debe
satisfacer ξµ(x) = 0 para fijar el gauge de Lorentz.
Definamos el tensor ξµν como:
ξµν ≡ ∂µξν + ∂νξµ − ηµν∂σξσ (3.17)
entonces, es claro que:
ξµ = 0 ⇒ ξµν = 0 (3.18)
debido a que las derivadas parciales conmutan. Luego, de las 6 componentes independientes
del tensor simétrico hµν que satisfacen (3.16), podemos restar las funciones ξµν que dependen
de 4 funciones arbitrarias ξµ, y que satisfacen la misma ecuación (3.18).
Esto significa que es posible escoger las funciones ξµ tal que impone 4 nuevas condiciones
sobre hµν . En particular, podemos escoger:
ξ0 tal que: h = 0. Esto implica: h = 0 y por tanto hµν = hµν ; i.e., bajo esta selección,
la perturbación hµν es libre de traza y coincide con su tensor traza inversa.
Las tres funciones restantes ξi(x) tal que : h0i(x) = 0. Esta condición junto con el gauge
de Lorentz, muestran que ∂0h00 = 0; esto es, h00 es constante en el tiempo. Un término
constante en la perturbación, corresponde a la parte estática de la métrica y debido a
que la GW es la parte que depende del tiempo, entonces: h00 = 0.
En conjunto, las escogencias mencionadas de las componentes del campo gauge implican
que h0µ = 0, ∀ µ ; y por tanto, el gauge de Lorentz se reduce a:
∂νhνµ = 0 ⇒ ∂ihij = 0
En conclusión,
h0µ = 0 , h = hi i = 0 , ∂
jhij = 0. (3.19)
La ecuación (3.19) define el TT Gauge (Transverse-Traceless Gauge) y es el gauge más
apropiado para el análisis de las GWs. Nótese además que la condición gauge de Lorentz
reduce los 10 términos libres de la matriz simétrica hµν a 6, y la libertad gauge residual,
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asociada a las 4 funciones ξµ que satisface ξµ(x) = 0, reduce a sólo 2 las componentes libres
de hµν . Estas han de ser físicamente importantes puesto que hemos empleado toda la libertad
gauge de la teoría.
Con las herramientas desarrolladas, estamos en capacidad de resolver las EFE en el TT
gauge en donde (3.16), se reduce a:
hTTij = 0 (3.20)
y donde el superíndice TT nos recordará que estamos en este gauge. Esta ecuación admite
soluciones de onda plana que son de la forma:
hTTij (x) = Aije
ik·x (3.21)
donde Aij y kσ son componentes constantes de tensores que trataremos de interpretar. Para
ello, introduzcamos la solución propuesta (3.21) en (3.20):
hTTij = 0 ⇒ Aij∂µ∂µeik·x = 0 (3.22)
con Aij constantes. Explícitamente,
Aij∂
µ
(
∂
∂xµ
eikσx
σ
)
= Aij∂
µ
(
ikµe
ikσxσ
)
= i2Aijkµk
µeik·x = 0
así, kµkµ = 0, lo que indica que el el 4-vector kµ es un vector luminoide. Este resultado a su
vez implica que kµ es tangente a la línea de mundo de un fotón y por tanto, las GWs viajan
a la velocidad de la luz como ya se había anticipado. kµ representa entonces al 4-vector de
onda.
Por convención, la componente temporal del 4-vector de onda, k0, se denomina la fre-
cuencia de la onda y se denota como k0 =
ω
c
; entonces, kµ =
(ω
c
,k
)
.
Debido a que kµkµ = 0, la relación que se satisface entre las componentes de k es:
|k| = ω
c
,
y expresa que la velocidad de fase es idéntica a la velocidad de grupo.
Las componentes Aij además de ser simétricas e independientes de coordenadas, pueden
ser funciones de k y contienen la información asociada a la amplitud de la GW y a sus
modos de polarización. Denotaremos las componentes de este tensor como Aij ≡ eij(k) y lo
denominaremos tensor de polarización.
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Adicionalmente, la condición gauge de Lorentz en el TT gauge establece que:
∂jh
ij = 0 ⇒ eij(k)
(
∂
∂xj
eik·x
)
= ikje
ij(k)eik·x = 0 (3.23)
luego:
kje
ij(k) = 0; (3.24)
i.e., las componentes no nulas de hTTij deben estar en el plano transverso al 3- vector de onda
k. Este es el sentido de la palabra transverse en el nombre del gauge.
3.2.1. Polarización
Con el ánimo de reconocer los modos de polarización presentes en las GWs, propongamos
una GW que se propaga en dirección del eje z de un sistema NLC, con 3- vector de onda
k = |k|n̂, en el que n̂ es el vector unitario en dirección de z. Entonces, de la ecuación (3.23),
se sigue que: k3e3j = |k|e3j = 0 ∀ j. Esto hace que hTTij tenga valores no nulos solo para
i, j = {1, 2}, que es el plano transverso a la dirección de propagación, i.e., el plano (x, y).
Además:
hTTij es libre de traza, entonces: h11 + h22 = 0.
hTTij es simétrico, entonces hxy = hyx.
La GW está asociada únicamente a la parte real de (3.21) y por tanto
eik·x = cos (k · x) = cos [ω(t− z/c)].
Definiendo h+ ≡ h11 = −h22, y h× ≡ hxy = hyx, podemos escribir nuestra solución de la
siguiente forma:
hTTij (t, z) =
h+ h× 0h× −h+ 0
0 0 0

ij
cos [ω(t− z/c)] , (3.25)
o más simple,
hTTab (t, z) =
(
h+ h×
h× −h+
)
ab
cos [ω(t− z/c)] (3.26)
donde a, b = {1, 2} son índices en el plano transverso (x, y).
En conclusión, una onda gravitacional tiene sólo dos grados físicos de libertad que corres-
ponden a los dos posibles estados de polarización.
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h+ y h× son denominadas las amplitudes de los modos “plus” y “cross” de polarización
de la onda. Estos nombres se aclararán a analizar la interacción con masas de prueba.
Otra forma equivalente de (3.26), y que revela la estructura de los tensores de polarización,
es:
hTTab (t, z) =
[
h+
(
1 0
0 −1
)
ab
+ h×
(
0 1
1 0
)
ab
]
cos [ω(t− z/c)]
=
[ ∑
A=+,×
hAe
A
ab
]
cos [ω(t− z/c)]
(3.27)
donde,
e+ab =
(
1 0
0 −1
)
ab
y e×ab =
(
0 1
1 0
)
ab
(3.28)
En términos del intervalo ds2, nuestra solución toma la forma:
ds2 = −c2dt2 + dz2 + {1 + h+ cos [ω (t− z/c)]}dx2
+{1− h+ cos [ω (t− z/c)]}dy2 + 2h× cos [ω (t− z/c)] dxdy
(3.29)
3.2.2. Operador de proyección
Dada una solución de onda plana hµν(x) propagándose en dirección n̂ hacia afuera de la
fuente, que satisface el gauge de Lorentz pero no está en el TT gauge, podemos encontrar su
forma en este gauge introduciendo el siguiente tensor:
Pij(n̂) = δij − ninj
este tensor es simétrico, con traza Pii = 2 y transverso en el sentido de que niPij = 0. Además,
PikPkj = Pij; lo que le da la propiedad de proyector.2
Con la ayuda de Pij podemos construir otro tensor3:
Λij,kl(n̂) ≡ PikPjl − 1
2
PijPkl (3.30)
que tiene las propiedad de proyectar tensores simétricos de dos componentes, sobre el plano
transverso a n̂ y dejarlos con traza nula. En particular, permite proyectar soluciones en el
2Recuerde que en teoría linealizada el operador que sube y baja índices tensoriales es ηµν y por ello,
pueden haber índices latinos repetidos en la misma posición indicando contracción. (ver sección Notación).
3La “coma” aquí no indica derivada parcial.
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gauge de Lorentz al TT gauge de la siguiente forma:
hTTij = Λij,klhkl
3.2.3. Expansión en ondas planas
Es posible escribir a hTTij como una combinación lineal de ondas planas:
hTTij (x) =
∫
d3k
(2pi)3
(
Aij(k)eik·x + A∗ij(k)e
−ik·x) (3.31)
y recordando que |k| = ω/c = 2pif/c, el diferencial de volumen en el espacio de frecuencia
puede escribirse como:
d3k = −|k|2d|k|d(cos θ)dϕ = −
(
2pi
c
)3
f 2dfd(cos θ)dϕ.
Denotemos con d2n̂ ≡ −d(cos θ)dϕ, al diferencial de ángulo sólido, así la expansión (3.31)
queda:
hTTij (x) =
1
c3
∫ ∞
0
f 2df
∫
d2n̂
(
Aij(f, n̂)e
−2piif(t−n̂·x/c) + c.c
)
(3.32)
que para fuentes localizadas, puede ser reducida usando:
Aij(k) = Aij(f)δ2 (n̂− n̂0)
donde n̂0 es el vector unitario que define la dirección de propagación y que es transversal
al plano en donde Aij tiene componentes no nulas. Si adicionalmente indicamos los índices
en este plano por a, b = {1, 2} y omitimos por simplicidad el superíndice TT, entonces la
ecuación (3.32) puede escribirse como:
hab(t,x) =
∫ ∞
0
df
(
h˜ab(f,x)e−2piift + c.c
)
donde,
h˜ab(f,x) =
f 2
c3
Aab(f)e
2piifn̂0·x/c.
Una forma alternativa de (3.32) que utiliza a los tensores de polarización definidos en
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(3.28) y que emplearemos en cálculos posteriores es:
hab(t,x) =
∑
A=+,×
∫ +∞
−∞
df
∫
d2n̂ h˜A(f, n̂)e
A
ab(n̂)e
−2piif(t−n̂·x/c) (3.33)
con,
f 2
c3
Aij(f, n̂) =
∑
A=+,×
h˜A(f, n̂)e
A
ij(n̂)
Las dimensiones lineales para las cuales se han diseñado los experimentos en GWs son
mucho menores que la longitud de onda reducida, i.e.,
L λGW
2pi
,
esto permite eliminar la dependencia espacial cuando ubiquemos el origen del sistema coor-
denado en el detector:
e2piifn̂0·x/c = e2piin̂0·x/λGW ≈ 1
Con lo cual,
hab(t) =
∫ ∞
0
df
(
h˜ab(f)e
−2pift + c.c
)
donde,
h˜ab(f) = h˜ab(f,x = 0) =
f 2
c3
Aab(f).
Nótese que en las anteriores ecuaciones, las integrales de f corren sobre el rango de
frecuencias físicas (≥ 0). Recordando esto, podemos escribir de forma compacta la expansión
como:
hab(t) =
∫ ∞
−∞
dfh˜ab(f)e
−2piift, y h˜ab(f) =
∫ ∞
−∞
dthab(t)e
2piift.
3.2.4. Interacción de las GWs con masas de prueba
Discutiremos ahora la interacción de las GWs con el detector, idealizado como un conjunto
de masas de prueba. Esta es una discusión que oculta algunas sutilezas porque, si la física
debe ser finalmente invariante bajo transformaciones coordenadas, el lenguaje que empleemos
para describir las GWs y el detector ha de depender del sistema de referencia empleado. En
GR el procedimiento matemático de escoger un gauge específico, corresponde físicamente a
seleccionar un observador. Lo que queremos entender, es entonces cuáles son las caracteristicas
del sistema de referencia en donde se satisface el TT gauge (TT frame) y la respuesta de las
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masas de prueba en dicho sistema. Veremos también, que la descripción del detector es más
intuitiva en otro marco: el marco propio del detector.
TT frame
Si una masa de prueba está en reposo en τ = 0,
[
dxi
dτ
]
0
= 0. Entonces, de la ecuación
geodésica (2.3) se deduce que:[
d2xi
dτ 2
]
τ=0
= −
[
Γi νρ(x)
dxν
dτ
dxρ
dτ
]
τ=0
= −
[
Γi 00(x)
(
dx0
dτ
)2]
τ=0
y debido a la forma que adopta el símbolo de Christoffel en teoría linealizada:
Γµνρ =
1
2
ηµσ [hσρ,ν + hνσ,ρ − hρν,σ]
entonces,
Γi 00 =
1
2
[hi0,0 + h0i,0 − h00,i] .
Pero en el TT gauge y por ende, en el TT frame, hi0 = h00 = 0; luego en τ = 0:
[
d2xi
dτ 2
]
τ=0
= 0 (3.34)
Así, en el TT frame, las partículas que se encontraban en reposo antes de la llegada de la
onda gravitacional, permanecerán en reposo respecto a este frame, después de la llegada de
ésta. En otras palabras, las coordenadas TT oscilan en sí mismas, en respuesta de la onda,
de manera tal que la posición de masas libres inicialmente en reposo no cambia.
Es aquí donde aparece la sutileza antes mencionada. Que las posiciones coordenadas no
se vean alteradas no indica que en realidad no existan efectos físicos; la GR resalta que sólo
podemos obtener verdaderas conclusiones al analizar invariantes y claramente, las posiciones
coordenadas no lo son. Para entender lo anterior, consideremos dos eventos en (t, x1, 0, 0) y
(t, x2, 0, 0), respectivamente. En el TT frame, la distancia coordenada: x2−x1 = L, permanece
constante, aún si hay una onda plana propagándose en dirección z. Sin embargo, la distancia
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propia entre eventos, obtenida al usar (3.29) es:
s = (x2 − x1) [1 + h+ cosωt]1/2 ' L
[
1 +
1
2
h+ cosωt
]
a primer orden en h+. Entonces la distancia propia, que es una cantidad invariante bajo
transformaciones coordenadas, oscila periódicamente en el tiempo con la frecuencia de la
GW.
De manera más general, si la separación entre dos eventos está dada por un vector L, la
distancia propia entre ellos es:
s2 = L2 + hij(t)LiLj
que a orden lineal en hij, y definiendo ni =
Li
L
y s = nisi, conduce a:
s¨i ' 1
2
h¨ijsj (3.35)
Esta es la ecuación geodésica en términos de distancias propias en lugar de distancias
coordenadas. Si por ejemplo dos masas de prueba son espejos, entre los cuáles un haz de luz
viaja y se refleja, entonces esta es la distancia que determina el tiempo en su recorrido, tal
que la GW afecta el camino óptico y esto implica que la GW puede detectarse midiendo el
∆t en el recorrido4 (principio de funcionamiento de detectores interferométricos).
Marco propio del detector
El marco en el que se satisface el TT gauge es además un LIF, como se estudió previamente.
Sin embargo, esta característica no la comparten los laboratorios construidos sobre la su-
perficie terrestre. Entonces, en el marco del laboratorio, esperamos que las masas de prueba
que sean libre de moverse, puedan desplazarse debido a una GW, respecto a la posición que
define el origen coordenado. La métrica en el marco del laboratorio puede escribirse a partir
de una transformación coordenada entre un LIF y un marco acelerado y en rotación (ver Ni
4Esta es la técnica empleada por el detector del proyecto LISA.
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and Zimmermann [69]):
ds2 ' −c2dt2
[
1 +
2
c2
a · x + 1
c4
(a · x)2 − 1
c2
(ω × x)2 +R0i0jxixj
]
+2cdtdxi
[
1
c
εijkω
jxk − 2
3
R0jikx
jxk
]
+dxidxj
[
δij − 1
3
Rikjlx
kxl
]
donde a es la aceleración del laboratorio respecto al LIF, i.e., el negativo de la aceleración local
de la gravedad; ωi es la velocidad angular del laboratorio respecto a los giróscopos locales.
El segundo término en el primer paréntesis, es aceleración inercial; el tercero, es debido al
redshift gravitacional y el cuarto, es asociado a dilatación temporal Lorentziana. Los términos
proporcionales al tensor de Riemann, contienen los efectos del background gravitacional y de
la GW; y finalmente, el término proporcional al tensor Levi-Civita, es el efecto Sagnac.
Los efectos de la GW, en este marco, pueden describirse en términos de fuerzas new-
tonianas (gravedad newtoniana, fuerzas de Coriolis, fuerzas centrífugas, etc), como puede
apreciarse de la ecuación geodésica:
d2xi
dτ 2
= −ai − 2(ω × v)i + f
i
m
+O(xi)
Lo importante es que en este marco, la evolución de la coordenada xi(τ) de una masa de
prueba, es descrita por las ecuaciones de movimiento de la física newtoniana. En principio,
las GWs han de competir con muchos otros efectos del tipo, fuerzas gravitacionales estáticas,
Coriolis, etc., que en general son de mayor orden en magnitud, pero lo que ayuda en la posible
detección es que las GWs pueden tener altas frecuencias comparadas con la escala típica de
variación de los otros efectos. Así, para altas frecuencias es posible tener una ventana en la
cual, bajo suficiente aislamiento, es posible sensar las GWs.
Esta gran ventaja nos permite asumir que las únicas contribuciones importantes en el
tensor de Riemann, dentro de la ventana de frecuencias, son debidas a GWs y por tanto, la
ecuación de separación geodésica (2.4), en el marco propio del detector, puede reducirse a:
ξ¨i =
1
2
h¨TTij ξ
j (3.36)
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Esta ecuación establece que en el marco del detector, el efecto de la GW sobre una
partícula puntual de masa m, puede describirse en términos de una fuerza newtoniana de la
forma5:
Fi =
m
2
h¨TTij ξ
j (3.37)
Debe tenerse presente que esta descripción es válida sólo a muy pequeñas escalas compa-
radas con la longitud de onda reducida.
Comportamiento de un anillo en el marco del detector
Es muy ilustrativo analizar un conjunto de masas de prueba, configurando la forma de un
anillo, en el marco del detector. Consideremos que dicho anillo es concéntrico con el origen y
que todas las masas están inicialmente en reposo antes de la llegada de una GW. La distancia
coordenada entre cualquiera de estas masas y el centro del anillo (radio) es descrita por el
término ξiξi y por simplicidad, escojamos el anillo en el plano (x, y) y la onda propagándose
en la dirección del eje z. Así:
hTTij = 0 si i o j = 3
de (3.36) se sigue que z¨ ∼ hTTzj = 0. i.e., las partículas se mantendrán en dicho plano.
la GW desplazará a las partículas transversalmente con respecto a la dirección de su
propagación y de acuerdo con (3.37).
Usando (3.26) y definiendo a (δx, δy) como los desplazamientos inducidos por la GW, con
respecto a la posición de equilibrio (x0, y0), encontramos que la respuesta ante una GW con
modo de polarización “plus” es:
δx =
h+
2
x0 sinωt, δy = −h+
2
y0 sinωt.
y similarmente, para una GW con modo de polarización “cross”:
δx =
h×
2
y0 sinωt, δy =
h×
2
x0 sinωt.
Por tanto,
∆L
L
∼ h. (3.38)
5El uso del superíndice TT en el marco del laboratorio es legítimo y garantizado por la invarianza de las
componentes del tensor de Riemann en teoría linealizada.
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Gráficamente, la deformación resultante se ilustra en la figura (3.1).
Figura 3.1: Respuesta de las masas de prueba ante una GW. La parte supe-
rior (inferior), indica el comportamiento de un anillo, en el plano transverso a la
propagación de la onda, con modo de polarización + (×).
Al considerar la expresión (3.37) para la fuerza newtoniana, notamos que tiene divergencia
nula. Por esta razón, una representación de líneas de fuerza en el plano (x, y) y que ilustra
la razón por la cual las amplitudes de polarización adoptan dichos nombres, se aprecia en la
figura (3.2).
Figura 3.2: Líneas de fuerza correspondientes a los modos de polarización +
(izquierda) y × (derecha). Nótese que los nombres son derivados del campo de
fuerzas equivalente que ellos producen.
3.2.5. Energía
Las GWs interactúan con la materia gracias a que portan energía y momentum. De acuerdo
con GR, cualquier forma de energía contribuye a la curvatura del espaciotiempo y por tanto,
las GWs son en sí mismas, una fuente de curvatura espaciotemporal. Para dar una expresión
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explícita del tensor energía-momentum de las GWs se requiere entonces emplear un back-
ground con métrica diferente a la de Minkowski y expandir las ecuaciones de Einstein hasta
segundo orden en hµν , considerando que las escalas típicas de longitud para las cuales gµν
tiene cambios significativos son mucho mayores que la longitud de onda reducida de la GW.
Este procedimiento, conocido como expansión de onda corta [61], permite mostrar que:
tµν =
c4
32piG
〈∂µhαβ∂νhαβ〉 (3.39)
representa el tensor energía-momentum de las GWs y que tiene asociada una densidad de
energía, la cuál es invariante gauge. En (3.39), el paréntesis angular representa la operación de
promedio realizada sobre muchas longitudes de onda, o de forma equivalente, sobre muchos
períodos, y evidencia el uso de la técnica de renormalización en la teoría. La densidad de
energía corresponde a la componente t00:
t00 =
c4
32piG
〈∂0hTTij ∂0hTTij 〉 =
c2
32piG
〈h˙TTij h˙TTij 〉
que en términos de las amplitudes h+ y h× es:
t00 =
c2
16piG
〈h˙2+ + h˙2×〉 (3.40)
Con el tensor energía-momentum (3.39), podemos computar el flujo de energía proveniente
de las GWs y que está relacionada con la luminosidad de las GWs. Para ello, partimos de
que suficientemente lejos de la fuente, la conservación del tensor energía-momentum es:
∂µt
µν = 0 ⇒ ∂0t00 + ∂iti0 = 0 ∧ ∂0t0j + ∂itij = 0.
Integremos la expresión asociada a la componente temporal, sobre el volumen espacial V
de la región lejana, contenido en la superficie S,∫
V
1
c
∂
∂t
t00d3x = −
∫
V
∂it
i0d3x = −
∫
S
ti0dSi
El lado izquierdo de esta ecuación contiene al término t00 que como se indicó, es la densidad
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de energía y por tanto,
1
c
∫
V
∂
∂t
t00d3x =
1
c
d
dt
∫
V
t00d3x =
1
c
d
dt
EV
donde EV es la energía total en dicho volumen. Entonces,
d
dt
EV = −c
∫
S
ti0dSi. (3.41)
Podemos imponer el gauge TT fuera de la fuente. Sea S una superficie esférica a una gran
distancia r de la fuente. Entonces:∫
S
ti0dSi ⇒
∫
S
t0rdA
con dA = r2dΩ, y
t0r =
c4
32piG
〈∂0hTTij
∂
∂r
hTTij 〉
Una GW propagándose radialmente hacia afuera, a suficientemente grandes distancias r
tendrá la forma general:
hTTij (t, r) =
1
r
fij(t− r/c)
donde fij(t− r/c) es alguna función del tiempo retardado tret = t− r/c. Con esta expresión,
∂
∂r
hTTij (t, r) = −
1
r2
fij(t− r/c) + 1
r
∂
∂r
fij(t− r/c) = − 1
r2
fij(t− r/c) + 1
r
(
−1
c
∂
∂t
fij(t− r/c)
)
luego,
∂
∂r
hTTij (t, r) = ∂
0hTTij +O
(
1
r2
)
tal que a grandes distancias: t0r = t00, y por tanto, según 3.41:
d
dt
EV = −c
∫
S
t00dA.
El hecho de que la energía en el interior del volumen decrezca, significa que la onda
propagándose hacia afuera porta energía EGW . La energía transportada por unidad de tiempo
y unidad de superficie (flujo), es entonces:
dEGW
dtdA
= ct00 =
c3
32piG
〈h˙TTij h˙TTij 〉
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e introduciendo el dA,
dEGW
dt
=
c3r2
32piG
∫
dΩ〈h˙TTij h˙TTij 〉 (3.42)
En términos de las amplitudes h+ y h×, podemos escribir este resultado como:
dEGW
dAdt
=
c3
16piG
〈h˙2+ + h˙2×〉.
La energía total fluyendo a través de dA entre t = −∞ y t = +∞ es:
dEGW
dA
=
c3
16piG
∫ ∞
−∞
dt〈h˙2+ + h˙2×〉 =
c3
16piG
∫ ∞
−∞
dt
(
h˙2+ + h˙
2
×
)
donde en el último paso hemos eliminado la operación promedio, puesto que representa un
promedio temporal sobre muchos períodos de la GW, y los límites de la integral eliminan tal
dependencia. Llamaremos, luminosidad de la GW a la potencia total radiada, expresada
por (3.42):
LGW =
dEGW
dt
. (3.43)
3.3. Generación de GWs
En esta sección estudiaremos la generación de GWs con el objetivo de ilustrar el procedimiento
para calcular la señal hµν emitida por fuentes astrofísicas que evolucionan en el tiempo. Más
precisamente, queremos entender cómo las amplitudes h+ y h×, dependen de los parámetros
físicos de la fuente, tales como: su masa, momento angular, etc. Mostraremos que en la
Slow-Motion Approximation, la producción de GWs, que puede organizarse en una expansión
multipolar, tiene al cuadrupolo como el término más relevante. Por esta razón, el modelo
de cómputo es denominado en la literatura como el formalismo cuadrupolar. El desarrollo
de esta sección ha sido orientado de las notas del VESF School, The quadrupole formalism
applied to binary systems, Prof. Valeria Ferrari, 2010.[36]
Con base en lo anterior, nos disponemos a resolver las EFE de la teoría linealizada (3.15):
hµν(t, xi) = −KTµν(t, xi), con: K = 16piG
c4
,
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en todas las regiones del espaciotiempo, incluyendo el interior de la fuente (Tµν 6= 0)6. El
procedimiento consiste en hallar la solución exterior e interior, y posteriormente, exigir el
acople de las soluciones en la superficie.
Conviene llevar esta ecuación al espacio de frecuencias y para ello realizaremos una ex-
pansión de Fourier similar a la ilustrada en la sección anterior. Comencemos expandiendo los
tensores Tµν(t, xi) y hµν(t, xi):
Tµν(t, x
i) =
∫∞
−∞ Tµν(ω, x
i)e−iωtdω
hµν(t, x
i) =
∫∞
−∞ hµν(ω, x
i)e−iωtdω
y dado que los operadores  y
∫
conmutan, la ecuación de ondas queda:∫ ∞
−∞

[
hµν(ω, x
i)e−iωt
]
dω = −K
∫ ∞
−∞
Tµν(ω, x
i)e−iωtdω,
i.e., ∫ ∞
−∞
[
52 + ω
2
c2
]
hµν(ω, x
i)e−iωtdω = −K
∫ ∞
−∞
Tµν(ω, x
i)e−iωtdω,
ecuación que puede ser resuelta para cada valor de frecuencia:
[
52 + ω
2
c2
]
hµν(ω, x
i) = −KTµν(ω, xi) (3.44)
3.3.1. Slow-motion Approximation
Vamos a hallar la solución de (3.44) asumiendo que la región en donde la fuente esta confinada
es de dimensiones características mucho menores que la longitud de onda reducida7. Esta
situación se satisface sólo si las velocidades en el interior de la fuente son pequeñas respecto
a la velocidad de la luz. En efecto, sea ε el radio típico de la fuente, entonces:
|xi| ≤ ε, Tµν 6= 0
6Esto implica que no podemos comenzar nuestro análisis desde el gauge TT puesto que sólo tiene validez
en el exterior de la fuente.
7En contraste con la radiación EM, la longitud de onda en una GW es del orden o mayor que el tamaño
típico de la fuente.
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Luego, por la condición de confinamiento:
ε λGW
2pi
⇒ ε c
ω
⇒ εω  c ⇒ v  c.
Fuera de la fuente, la solución de (3.44), con simetría esférica es:
hµν(ω, r) =
Aµν(ω)
r
eiωr/c (3.45)
y al exigir que sea la misma sobre la superficie, nos permite hallar a Aµν(ω) en términos
de los parámetros de la fuente. Para hallar la solución interior integremos a cada lado de la
igualdad sobre el volumen:∫
V
[
52 + ω
2
c2
]
hµν(ω, x
i)d3x = −K
∫
V
Tµν(ω, x
i)d3x (3.46)
El primer término de la integral al lado izquierdo es:∫
V
52hµνd3x =
∫
V
5 · [5hµν] d3x = ∫
S
[5hµν]k dSk ' 4piε2( d
dr
hµν
)
r=ε
e incluyendo la solución (3.45),
∫
V
52hµνd3x ' 4piε2
(
d
dr
Aµν(ω)
r
eiωr/c
)
r=ε
= 4piε2
[
−Aµν
r2
eiωr/c +
Aµν
r
(
iω
c
)
eiωr/c
]
r=ε
∼ −4piAµν(ω)
donde despreciamos todos los términos de orden superior a uno en ε. El segundo término es
de la forma: ∫
V
ω2
c2
hµν(ω, x
i)d3x . ω
2
c2
|hµν |max4
3
piε3
y claramente es despreciable en esta aproximación. La solución final en el interior de la fuente
es por tanto:
−4piAµν(ω) = −K
∫
V
Tµν(ω, x
i)d3x
e introduciendo el valor de la constante K, se obtiene:
Aµν(ω) =
4G
c4
∫
V
Tµν(ω, x
i)d3x
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Así, podemos escribir la solución general como:
hµν(ω, r) =
4G
c4
· e
iωr/c
r
∫
V
Tµν(ω, x
i)d3x
o en términos del tiempo retardado:
hµν(t, r) =
4G
c4r
∫
V
Tµν(t− r
c
, xi)d3x (3.47)
Esta integral puede simplificarse si notamos que puede ser proyectada sobre el TT gauge
cuando queramos evaluarla fuera de la fuente. Consistente con esta transformación, se en-
cuentra que la componente h0µ es un término independiente del tiempo y que puede hacerse
igual a cero. Así, la solución queda:
hik(t, r) =
4G
c4r
∫
V
Tik(t− r
c
, xi)d3x
A continuación, haremos uso del teorema tensorial del virial, obtenido por la conservación
local de energía:
2
∫
V
T jkd3x =
1
c2
∫
V
T 00xjxkd3x (3.48)
y definiendo el tensor momento de cuadrupolo:
Mkj(t) =
1
c2
∫
V
T 00xjxkd3x (3.49)
nuestra solución toma la forma:
h
ik
(t, r) =
2G
c4r
·
[
d2
dt2
M ik(t− r
c
)
]
=
2G
c4r
· M¨ ik(t− r
c
) (3.50)
Esta es la GW emitida por un sistema masa-energía que evoluciona en el tiempo. Nótese
que:
como se indicó antes, el factor
G
c4
∼ 8× 10−50 s2/g cm; tal que las GWs son extremada-
mente débiles y se requieren altas variaciones temporales en el momento de cuadrupolo,
i.e., sistemas muy masivos y con rápida variación temporal, para producir GWs medi-
bles en laboratorios terrestres.
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Un desarrollo formal de los términos multipolares [61], muestra que no hay radiación
monopolar debido al teorema de Birkhoff; adicionalmente, la conservación del momen-
tum en fuentes aisladas, conduce a que el término de dipolo es siempre constante. Por
tanto, no hay radiación dipolar en la producción de GWs.
Para obtener la solución en el gauge TT, únicamente debemos hacer la proyección
hTTij = Λij,klhkl, definida en (3.30).
Una distribución de materia-energía, esférica o axialmente simétrica, tiene un tensor
momento de cuadrupolo constante, aun si presenta rotación. Entonces una estrella con
esta simetría no emite GWs. Para producir GWs se requiere cierto grado de asimetría
y esto ocurre, por ejemplo, en sistemas precesando.
Extensiones del formalismo de cuadrupolo que incluyen términos asociados al campo
magnético de la fuente, son investigadas en la actualidad. Un trabajo interesante que contiene
simulaciones 3D, puede verse en la PhD.Thesis de Scheidegger [80].
Finalmente, una forma conveniente del tensor momento de cuadrupolo, con traza nula y
que emplearemos en nuestros cálculos posteriores es:
Qij = Mij − 1
3
δijM
k
k (3.51)
denominado, el tensor momento de cuadrupolo reducido, y satisface:
QTTij = Λij,klQij = Λij,klMij = M
TT
ij .
En términos de este tensor, la luminosidad de las GWs (3.43) puede escribirse como:
LGW =
dEGW
dt
=
G
5c5
〈...Qjk
...
Qjk〉 =
G
5c5
〈 ...M jk
...
M
jk − 1
3
( ...
M
)2〉 (3.52)
con
...
M = Tr(
...
M ij). Esta expresión fue obtenida por Einstein en [34].
3.4. Principios de detección
Las secciones previas contienen el formalismo requerido para estudiar las GWs emitidas por
cualquier fuente astrofísica de parámetros conocidos. En esta sección estamos interesados en
establecer el lenguaje mínimo que permita correlacionar las GWs predichas por modelos teó-
ricos, con los experimentos que se encuentran actualmente en desarrollo, así como también,
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aquellos que están en fase de diseño y construcción. Las GWs estudiadas de fuentes “conoci-
das” cubren 22 décadas de frecuencias, en el rango desde ∼ 10−18Hz (universo en inflación
-CMB Anisotropy), hasta ∼ 104Hz (sistemas binarios de estrellas de Neutrones, formación
de BHs, etc). Una revisión del análisis de estas fuentes puede encontrarse en Sathyaprakash
and Schutz [78]. La banda correspondiente a altas frecuencias, 1Hz . f . 104Hz[39, 47],
puede ser cubierta por los detectores construidos en la superficie terrestre, mientras que la
banda de bajas frecuencias puede accesarse únicamente mediante detectores que satisfacen
la condición de ser LIF, i.e., detectores en el exterior de la atmósfera terrestre.
Los detectores terrestres se dividen en dos clases: detectores de masas resonantes y detec-
tores interferométricos. A continuación analizaremos sus elementos principales de operación.
3.4.1. Detectores de masas resonantes
El primer intento en la detección de GWs se debe a Joseph Weber en 1960, quien construyó
un par de barras cilindricas de aluminio, operando a temperatura ambiente, cuyos modos
longitudinales de resonancia se encontraban a la frecuencia ∼ 1660Hz y permitían sensar
variaciones en longitud del orden de 10−15. Este trabajo fue reportado en [87]. En 1972,
Weber diseñó un detector para ser enviado a la Luna, en la misión Apollo 17 (el "Lunar
Surface Gravimeter"[3]). Actualmente, se han construido muchos detectores siguiendo las
ideas de Weber; uno de ellos, se encuentra en operación dentro de las instalaciones del CERN
en Ginebra: el Explorer experiment.
Un detector típico de masas resonantes, consiste de un cilindro con muy alto factor de
calidad Q8, normalmente de alumínio (Al) o Niobio (Nb), con longitudes ∼ 3m, y masas de
M ∼ 2000kg, que poseen frecuencias longitudinales resonantes de ∼ 1kHz. Ante la presencia
de una GW con la frecuencia especificada, las oscilaciones mecánicas de la barra son medidas
por medio de un transductor que convierte los desplazamientos en señales eléctricas, las cuáles
son posteriormente amplificadas. Estos dispositivos deben competir fundamentalmente, con
3 tipos de ruido: ruido térmico, ruido electrónico y ruido cuántico[39].
Un burst de GW con h ∼ 10−21 hace vibrar a un detector Weber con amplitud:
∆LGW ∼ hL ∼ 10−21m
Con suficiente cuidado técnico, se ha conseguido que los detectores ultracriogénicos de
barras resonantes tengan sensibilidad hasta ∼ 6× 10−21m.
8El factor Q es alto en osciladores cuyas amortiguaciones son extremadamente débiles.
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(a) (b)
Figura 3.3: (a) The Explorer experiment, es un detector criogénico de masas
resonantes ubicado en el CERN. La imagen es cortesía del CERN Document Server
[2]. (b) Curva de sensitividad del Explorer experiment, reportada en diciembre de
2001.
3.4.2. Detectores interferométricos
Las primeros indicios de detección de GWs via interferometría laser, fueron planteados en la
década de 1960. El principio básico de operación de estos experimentos, consiste en usar luz
laser para medir los cambios en longitud de dos brazos perpendiculares. Este diseño, es muy
similar al conocido interferómetro de Michelson, como se ilustra en la figura (3.4).
Figura 3.4: Representación esquemática de un interferómetro laser usado en la
detección de GWs. Imagen tomada de [12].
En este dispositivo, el haz de laser es dividido en dos componentes por el beam splitter,
y posteriormente, cada uno ingresa en una región de alto vacío, (10−8 − 10−9)Torr, en la
que sufre múltiples reflexiones entre dos espejos masivos bajo una configuración conocida
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como cavidad Fabry-Perot. La señal luego es recombinada y se analizan las interferencias
producidas por diferencias de camino óptico. El paso de una GW puede hacer que la longitud
de los brazos del interferómetro oscile en el tiempo (ver figura 3.5), y este observable es
reproducido en el patrón de interferencia. Detalles más específicos del uso de esta técnica en
detección de GWs pueden encontrarse en [75, 79].
Figura 3.5: Representación de la respuesta de un interferómetro ante la interacción
con una GW con polarización +.
Dado que los modelos astrofísicos de las fuentes estudiadas predicen señales h . 10−21,
entonces, con las técnicas actuales que permiten sensitividades del orden de ∆L ∼ 10−16cm,
un detector interferométrico ha de tener brazos con longitud ∼ (1− 10)km. Por ejemplo, el
experimento LIGO [6], en Livingston USA, tiene brazos de 4km, con lo cual: ∆L = hL .
4×10−16cm. Al igual que los detectores de masas resonantes, los detectores interferométricos
presentan varios tipos de ruidos que compiten con la señal física a detectar y que requieren
ser analizados en aras de identificar la verdadera señal. Mencionamos aquí algunas fuentes
de ruido identificadas: ruido sísmico, ruido térmico, efectos cuánticos (shot noise) y ruidos
asociados a gradientes gravitacionales newtonianos.
Actualmente, los mayores proyectos en interferómetros terrestres de GWs son [88]:
LIGO - Laser Interferometer Gravitational wave Observatory, que consiste de tres sis-
temas en operación: Un interferómetro de 4km en Livingston (Louisiana, USA), y un
par de interferómetros (4km, 2km) en Hanford (Washington, USA).
VIRGO, un interferómetro de 3km, operado en cooperación italo-francesa, por la
agencia (EGO: European Gravitational Observatory) y ubicado en las vecindades de
Pisa, Italia.[10]
GEO600, un interferómetro de longitud 600m, construido en cooperación entre Ingla-
terra y Alemania, y que está ubicado en las cercanías de Hannover, Alemania [5].
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TAMA300, un interferómetro de 300m de longitud, operado cerca de Tokyo, Japón.
[9].
Se espera que detectores interferométricos terrestres de segunda generación: advanced-
LIGO, advanced-VIRGO y LCGT, inicien operación en los próximos años. Nótese también
que todos estos lugares están bien separados, y esta característica es aprovechada para la
correlación de datos mediante técnicas de triangulación y procesamiento de señales.
Figura 3.6: LIGO-Livingston, Luisiana.
Figura 3.7: Distribución de interferómetros de GWs alrededor del mundo
Proyectos de interferómetros espaciales
En la actualidad se están diseñando los denominados detectores de tercera generación, con el
objetivo de ampliar la ventana de observación en las bajas frecuencias. Se espera que con la
3.4. Principios de detección 67
puesta en funcionamiento de estos detectores pueda explorarse, entre otras cosas, la radiación
gravitacional generada en la fase inicial del Universo (PGWB-Primordial Gravitational Wave
Background). Los principales proyectos en esta dirección son:
ET - Einstein Telescope [1], liderado por la agencia Europea EGO.
LISA- Laser Interferometer Space Antenna [7], proyecto conjunto de las agencias NASA
y ESA, con sensitividad óptima en el rango (0,1− 100)mHz [26].
DECIGO - Deci-hertz Interferometer Gravitational wave Observatory [4] y Ultimate-
DECIGO, proyecto liderado por la agencia espacial japonesa y con sensitividad en
(0,1− 10)Hz.
BBO - Big Bang Observer [23], proyecto de la NASA propuesto como complemento del
proyecto LISA. Su banda de operación es muy similar a la de DECIGO.
Figura 3.8: Configuración orbital de DECIGO o BBO con α3 = 120◦. El detector
consiste de 4 interferómetros con forma de triángulo, dos de los cuales se orien-
tan para formar una “estrella de David” y realizar análisis de correlación. Figura
tomada de [89].
3.4.3. Funciones del detector
La salida de cualquiera de los detectores de GWs mencionados es una serie temporal, y
dado que tenemos una descripción tensorial de las GWs, debemos entender cómo hacer tal
transformación.
68 Capítulo 3. Ondas gravitacionales (GWs)
Consideremos que la GW y el ruido se combinan en el detector, el cual propondremos
lineal. Esto es:
h(t) = Dijhij(t).
En esta expresión, se ha omitido la dependencia espacial en la señal por los argumentos
dados en (3.2.3), y también el superíndice TT. El nuevo elemento Dij, al que denominaremos
el tensor del detector, es un tensor de componentes constantes y que depende de la geometría
del detector. Si n(t) representa el ruido del detector y este es considerado estacionario (ruido
blanco), entonces las diferentes componentes de Fourier del ruido son no correlacionadas y
podemos escribir la siguiente relación de ortogonalidad:
〈n˜∗(f)n˜(f ′)〉 = 1
2
Sh(f)δ(f − f ′)
que define implícitamente a la función Sh(f) con unidades de Hz−1, y se denomina densidad
espectral de ruido. Para ruidos estacionarios, puede asumirse que 〈n(t)〉 = 0 y esto conduce
a:
〈n2(t)〉 =
∫ ∞
0
Sh(f)df.
Equivalentemente, el ruido de un detector se puede caracterizar por
√
Sh(f), cantidad de-
nominada Amplitud espectral (o Spectral strain sensitivity), y que tiene dimensiones Hz−1/2.
Algunas gráficas que expresan la sensitividad de los detectores son una representación de
esta función y establecen el límite de amplitudes por encima de la cual son sensibles estos
experimentos.9
Funciones patrón y sensitividad angular
Sabemos que una GW propagándose en dirección n̂ puede escribirse como una combinación
lineal de ondas planas según (3.33). Así, la contribución (escalar) de las GWs a la salida del
detector puede escribirse como:
h(t) = Dijhij(t) =
∑
A=+,×
DijeAij(n̂)hA(t) (3.53)
con eAij, los tensores de polarización. Se denominan funciones patrón del detector a las obte-
9Otros autores prefieren el uso de
√
fSh(f) para la representación de curvas de sensitividad.
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nidas de:
FA(n̂) = DijeAij(n̂) (3.54)
que dependen de la dirección de propagación de la onda y de la geometría del detector. En
términos de estas funciones, puede escribirse la señal como:
h(t) =
∑
A=+,×
FA(n̂)hA
= F+(θ, ϕ)h+(t) + F×(θ, ϕ)h+(t)
(3.55)
y para interferómetros:
F+(θ, ϕ) =
1
2
(1 + cos2 θ) cos 2ϕ
F×(θ, ϕ) = cos θ sin 2ϕ.
En constraste con la astronomía basada en ondas electromagnéticas, los detectores de GWs
tienen una sensibilidad de casi 4pisteradians. Esto significa que (dentro de la sensitividad del
interferómetro), cualquier fuente, en dirección arbitraria, incluso, pudiendo estar por debajo
del horizonte terrestre, puede ser detectada sin requerir procedimientos de localización. Sin
embargo, el costo de esto es que un sólo interferómetro no puede dar cuenta de la ubicación
de la fuente a menos de que realice observaciones de fuentes de variación continua durante
un gran periodo de tiempo. Esta aparente dificultad es resuelta al contrastar datos de los
distintos interferómetros sobre la superficie terrestre, mediante técnicas de triangulación.
Cuando las fuentes de GWs emiten durante intervalos de tiempo pequeños, como es el
caso de los burst de GWs generados en GRBs-engines, se hace necesario definir el factor
de eficiencia angular del detector. Esta cantidad es dada en términos del promedio sobre
el rango angular ψ → (0, 2pi), asociado a rotaciones en el plano transverso de las funciones
patrón [61]:
F =
√
〈F 2+〉+ 〈F 2×〉 =
√
2〈F 2+〉, puesto que 〈F 2+〉 = 〈F 2×〉 = 1/5 (3.56)
y para interferómetros terrestres: F =
√
2/5, lo cual representa un (63 %) de eficiencia
angular, mientras que para detectores de barras resonantes y para el interferómetro LISA, la
eficiencia es aún menor, F = 2/
√
15 (52 %) y F =
√
3/10 (54,7 %), respectivamente [78].
En virtud de lo anterior se han establecido algunas definiciones en la literatura de GWs
y que se enuncian a continuación [40]:
hrms(f) =
√
fSh(f): fluctuaciones rms en el ruido a la frecuencia f y en la banda
70 Capítulo 3. Ondas gravitacionales (GWs)
∆f = f . Este término es adimensional y permite el contraste de predicciones hechas
con h(t) que es también adimensional.
hn(f) =
√
5hrms: ruido adimensional rms, escalado con el factor de eficiencia angular
para detectores interferómetros terrestres de GWs. Al igual que hrms(f), esta función
es útil para contrastar la señal h(t).
hrss, root-sum-square amplitude:
hrss =
√∫ ∞
−∞
dth2(t) =
√∫ ∞
−∞
df |h˜(f)|2 (3.57)
Esta cantidad tiene unidades de Hz−1/2, que son las mismas de la función
√
Sh(f).
En este trabajo hemos optado por calcular la señal hrss(f) de nuestro disco de acreción,
como se presentará en los capítulos 4 y 5. El contraste de las predicciones allí realizadas
será entonces con las curvas
√
Sh(f) de los detectores, y el factor
√
5 será tenido en cuenta
cuando hagamos nuestro análisis de detectabilidad para bursts de GWs por interferómetros
terrestres. Por tal razón, nos referiremos a
√
Sh(f) vs f , como las curvas de detección.
A continuación presentamos las principales curvas de detección, de los detectores interfe-
rométricos. Las funciones a partir de las cuáles se obtuvieron las gráficas, han sido tomadas
de [76, 78, 89].
10- 4 0.001 0.01 0.1 1
10- 21
10- 20
10- 19
10- 18
10- 17
10- 16
10- 15
Frecuencia I Hz M
S h
H
z-
1 2
LISA
BBO DECIGO
0.001 0.1 10 1000
10- 23
10- 21
10- 19
Frecuencia I Hz M
S h
H
z-
1 2
DECIGO Y BBO
Figura 3.9: Izquierda: curva
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(20/3)Sh(f) de LISA escalada con el factor de
eficiencia para GWs transientes. Derecha: curva
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Sh(f) de DECIGO y BBO.
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Figura 3.10: Curvas
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Sh(f) de: (a) Initial/Advanced LIGO y de ET. En (b) se
muestra adicionalmente la gráfica color púrpura que ha sido realizada empleando
datos oficiales de la página de LIGO [8].
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Figura 3.11: Superposición de curvas de sensitividad de los principales detectores
interferométricos de GWs. Las regiones sombreadas representan las zonas donde
cada interferómetro tiene oportunidad de detección.

Capítulo 4
GWs emitidas por objetos rígidos:
Construcción del modelo
En este capítulo vamos a establecer las ecuaciones con las cuales calcularemos la señal hrss
para discos de acreción alrededor de BHs y que precesan debido al efecto Bardeen Petterson.
Consideramos que dentro de la escala de longitud determinada por el radio exterior del disco
precesante, este puede ser modelado como un disco rígido con despreciable auto-gravitación
[74], según lo discutido en (2.3). Adicionalmente, debido a que las velocidades típicas en
el interior de estos sistemas son no relativistas, realizaremos nuestros análisis dentro del
formalismo cuadrupolar. De esta forma, nuestromodelo mínimo tendrá la siguiente estructura
metodológica:
1. Revisión de la dinámica fundamental de un cuerpo rígido bajo las situaciones de: a)
rotación pura respecto a un eje principal de inercia y b) rotación más precesión de un
objeto con simetría axial. Este último es el caso de nuestros discos de acreción.
2. Identificación del tensor momento de cuadrupolo en términos del tensor de inercia para
los casos mencionados en el literal anterior.
3. Cálculo de hTTij como función de los momentos de inercia principales, velocidad angular
de precesión y distancia a la fuente.
4. Implementación de la solución de Popham para GRBs1. En este punto, hTTij quedará
escrita en términos de parámetros que se encuentran en la literatura, tales como: MBH ,
M˙ , αvis2 y a∗.
5. Cálculo de la señal hrss y contraste con curvas de detección.
Analizaremos los últimos dos objetivos en el siguiente capítulo en aras de contrastar
nuestros resultados con los de otros trabajos.
1De manera similar, es posible hacer uso de la solución de Shakura-Sunyaev para AGNs y QSRs, pero
estos cálculos no se presentan en esta tesis.
2En lo que sigue denotaremos con αvis al parámetro de viscosidad de la solución de Shakura, para distin-
guirlo del ángulo α de Euler.
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Antes de abordar tal objetivo, recordemos que la onda gravitacional en el TT gauge puede
escribirse en términos del tensor momento de cuadrupolo según (3.50):
hTTij (t, r) =
2G
c4r
· Λij,klM¨kl(t− r/c). (4.1)
Supongamos ahora que tenemos una señal propagándose en dirección del eje z, en el
sistema de referencia cuyo orígen es ubicado en la fuente. Entonces, aplicando la operación
de proyección (3.30) al plano transverso (x, y) se obtiene:
hTTij (t, r) =
h+ h× 0h× −h+ 0
0 0 0

ij
=
2G
rc4

M¨11 − M¨22
2
M¨12 0
M¨21 −M¨11 − M¨22
2
0
0 0 0

ij
(4.2)
y por tanto,
h+(t, r) =
G
rc4
(
M¨11 − M¨22
)
tret
h×(t, r) =
2G
rc4
(
M¨12
)
tret
,
(4.3)
donde tret hace referencia a que son expresiones evaluadas en el tiempo retardado t− r/c.
Podemos generalizar aun más estas expresiones si permitimos que la dirección de propa-
gación de la GW sea arbitraria. Entonces supongamos que el nuevo vector director n̂ hace
un ángulo θ con el eje z y que el plano transverso lo definen los vectores ortonormales û y
v̂, que satisfacen la condición de quiralidad û × v̂ = n̂. Por simplicidad, consideremos que
û ∈ (x, y) (ver figura 4.1).
Así, el nuevo sistema es obtenido del original por dos rotaciones sucesivas: una rota-
ción θ alrededor del eje x, seguida de una rotación ϕ alrededor del eje z. Definiendo las
correspondientes matrices de rotación, se obtienen las amplitudes h+ y h× que determinan
completamente a una GW propagándose en la dirección dada por los ángulos3 θ y ϕ, ecuación
(4.4).
3En la literatura, el ángulo θ se denomina ángulo de visión si el eje x3 determina la dirección del momento
angular de la fuente; en ese caso se acostumbra denotarlo con la letra ι.
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Figura 4.1: Sistema coordenado (x, y, z) con origen en la fuente de GWs. En esta
representación, la GW se propaga en la dirección indicada por el vector n̂, que es
determinada por los ángulos θ y ϕ.
h+(t, θ, ϕ) =
G
rc4
{M¨11
(
cos2 ϕ− sin2 ϕ cos2 θ)+ M¨22 (sin2 ϕ− cos2 ϕ cos2 θ)
−M¨33 sin2 θ − M¨12 sin 2ϕ (1 + cos2 θ) + M¨13 sinϕ sin 2θ
+M¨23 cosϕ sin 2θ}
h×(t, θ, ϕ) =
G
rc4
{(M¨11 − M¨22) sin 2ϕ cos θ + 2M¨12 cos 2ϕ cos θ
−2M¨13 cosϕ sin θ + 2M¨23 sinϕ sin θ}
(4.4)
Estas ecuaciones serán empleadas una vez que identifiquemos explícitamente las compo-
nentes del tensor momento de cuadrupolo a partir de la dinámica de la fuente.
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La cinemática de un cuerpo rígido esta caracterizada principalmente por su tensor de inercia:
I ij =
∫
d3xρ(~x)[r2δij − xixj]. (4.5)
que es simétrico, de entradas reales y por tanto, hermítico. Esta característica garantiza la
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existencia de un marco ortogonal fijo al objeto en el que I ij es diagonal. Los correspondientes
ejes de este marco se denominan los ejes principales de inercia y sus autovalores (I1, I2, I3)
exhibidos en la diagonal principal son los denominados momentos principales de inercia.
Nos referiremos al marco en mención como el BF ( Body Frame). Así, si x′i son las
coordenadas en el BF, los momentos principales de inercia toman la forma:
I1 ≡ I11 =
∫
d3x′ρ(~x′)
[
r2 − x′21
]
=
∫
d3x′ρ(~x′)
[
x′22 + x
′2
3
]
dado que r2 = x′21 + x′22 + x′23 . Equivalentemente,
I2 ≡ I22 =
∫
d3x′ρ(~x′) [x′21 + x
′2
3 ]
I3 ≡ I33 =
∫
d3x′ρ(~x′) [x′21 + x
′2
2 ] .
De estas expresiones vemos que:
I1 + I2 = I3 + 2
∫
d3x′ρ(~x′)x′23 ⇒ I1 + I2 ≥ I3,
luego, cada momento principal de inercia debe ser menor o igual que la suma de los otros
dos. La identidad en la expresión a la derecha, se satisface sólo en el caso ρ(~x′) ∼ δ(x′3), que
representa a una configuración 2D de materia.
Adicionalmente, si un cuerpo rota rígidamente con velocidad angular ~ω, su momento
angular estará dado por Ji = Iijωj, cuyas componentes en el BF son:
J ′1 = I1ω
′
1, J
′
2 = I2ω
′
2, J
′
3 = I1ω
′
3.
Nótese que la dirección de ~ω difiere de la de ~J a menos que: I1 = I2 = I3; i.e., cuerpos
esféricos, o, para el caso de rotación sobre un eje principal, por ejemplo, x′3, donde ω′1 = ω′2 =
0. Estudiaremos este último caso a continuación.
4.1.1. Rotación respecto a un eje principal de inercia
El BF es por definición un marco unido al cuerpo y que rota con él. Sea x′3 el eje principal
de inercia respecto al cual el cuerpo rota, y sea ωrot su velocidad angular. Introduzcamos
otro sistema coordenado, (x1, x2, x3), fijo, y cuyo eje x3 coincide con x′3. En ambos sistemas
coordenados, el origen se ha escogido en el centro de masa del cuerpo, como se ilustra en la
figura (4.2).
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Figura 4.2: Objeto rígido rotando respecto al eje principal de inercia x3 = x′3. El
marco primado, BF, es solidario con el objeto y sus ejes son ejes principales de
inercia. El sistema coordenado no primado, es en cambio un sistema inercial que
propondremos en reposo.
El tensor de inercia en el sistema fijo, puede obtenerse de su representación diagonal en
el BF bajo la transformación de rotación:
Iij =
(
RT I ′R
)
ij
, con {Rij} =
 cosωrott sinωrott 0− sinωrott cosωrott 0
0 0 1
 (4.6)
que conduce a:
I11 =
1
2
(I1 + I2) +
1
2
(I1 − I2) cos 2ωrott
I12 =
1
2
(I1 − I2) sin 2ωrott
I22 =
1
2
(I1 + I2) +
1
2
(I1 − I2) cos 2ωrott
I33 = I3.
(4.7)
Esta transformación preserva la simetría, Iij = Iji, y rota componentes únicamente en el
plano (x1, x2), tal que I12 = I21 y, I13 = I31 = I23 = I32 = 0.
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Recordemos ahora la expresión para el momento de cuadrupolo definida en (3.49):
M ij =
1
c2
∫
d3xT 00(t,x)xixj
y notemos que:
T 00 = ρc2, es la componente del tensor energía momentum de la fuente que contiene la
información de la densidad de masa-energía. Si los movimientos internos de la fuente
son no relativistas, como es nuestro caso, ρ tiende a la densidad de masa.
Del literal anterior se sigue que podemos hacer el reemplazo
1
c2
T 00(t,x) = ρ(t,x), en el
tensor momento de cuadrupolo, siendo ρ(t,x) la densidad de masa. Sin embargo, para
fuentes no relativistas, y particularmente, discos de acreción estacionarios: ρ(t,x) '
ρ(x).
Por las razones anteriores, podemos escribir el tensor momento de cuadrupolo como:
M ij =
∫
d3x ρ(x)xixj (4.8)
Comparando esta expresión con el tensor de inercia (4.5):
I ij =
∫
d3xρ(~x)[r2δij − xixj]
vemos que la relación que se establece entre estas magnitudes es de la forma:
I ij = −M ij + {
∫
d3xρ(~x)r2}δij = −M ij + Cij (4.9)
donde Cij es una contribución de componentes constantes debido a que nuestra distribución
de materia es estable. Dado que hTTij depende de las segundas derivadas temporales de Mij,
entonces estos términos son irrelevantes y podemos concluir que:
M¨ ij = −I¨ ij (4.10)
Este resultado, de validez general dentro del formalismo cuadrupolar, es de gran importancia
puesto que establece la relación fundamental entre radiación gravitacional y dinámica de la
materia.
Usando (4.7), las componentes no nulas de Mij para sistemas rígidos que rotan respecto
4.1. GWs Emitidas por la rotación de cuerpos rígidos 79
al eje principal de inercia x′3, son:
M11 = −1
2
(I1 − I2) cos 2ωrott+ C11
M12 = −1
2
(I1 − I2) sin 2ωrott+ C12
M22 =
1
2
(I1 − I2) cos 2ωrott+ C22
M33 = −I33 = −I3.
(4.11)
donde todos los términos constantes se han incluido en las Cij. Los momentos principales de
inercia de cuerpos rígidos son constantes y por tanto, M¨33 = 0. Entonces, siendo x′3 = x3 el
eje de rotación, tendremos una GW sólo si I1 6= I2.
Otra conclusión importante que se evidencia de (4.11), es que las Mij son funciones
periódicas de 2ωrott, por tanto, las GWs generadas tienen el doble de la frecuencia angular
de rotación:
ωGW = 2ωrot. (4.12)
En este momento podemos calcular nuestro principal objetivo, cuál es la GW generada
por el sistema, y recibida por un observador a la distancia r de la fuente. Para ello, escojamos
ϕ = 0 y el ángulo de visión con la notación tradicional θ = ι, que denota la dirección entre
la propagación de la onda y el eje de rotación (ver figura 4.2). Así, las ecuaciones obtenidas
en (4.4) se reducen a:
h+(t, ι, 0) =
4G
rc4
(I1 − I2)ω2rot
(
1 + cos2 ι
2
)
cos 2ωrott
h×(t, ι, 0) =
4G
rc4
(I1 − I2)ω2rot (cos ι) sin 2ωrott
(4.13)
y sólo si ι = 0 esto significa polarización circular.
Este modelo permite computar la radiación gravitacional proveniente de objetos tipo
estrellas de neutrones, para las cuales su dinámica justifica cierto grado de elipticidad, i.e.,
I1 6= I2.
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4.2. GWs Generadas en sistemas axialmente simétricos
que precesan
En general, cuando la dirección del momento angular total no coincide con un eje principal
de inercia, el movimiento del cuerpo rígido puede considerarse como la combinación de:
rotación alrededor de un eje principal y movimiento de precesión de dicho eje respecto a la
dirección del momento angular. Esta situación puede ocurrir tanto en sistemas sometidos a
torques externos, como también en sistemas aislados. En este último caso, la mecánica clásica
predice que el movimiento resultante ha de tener energía constante. Sin embargo, veremos
que sistemas en libre precesión pueden emitir radiación gravitacional lo que significa una
pérdida continua de energía.
Analizaremos en esta sección las ecuaciones generales que permiten calcular las GWs
generadas por precesión libre, y al final, las adaptaremos para el caso en que la frecuencia
angular de precesión es determinada por el efecto BP.
Sea entonces (x1, x2, x3) el sistema de referencia fijo con respecto al cual, nuestro cuerpo
rígido es aislado y el momento angular total ~J del mismo es conservado. Escogeremos a x3
como el eje en cuya dirección se encuentra ~J . A continuación, introduzcamos el BF, solidario
al cuerpo rotante y cuyos ejes coinciden con los ejes principales de inercia (x′1, x′2, x′3). La
relación entre estos dos sistemas es dada por los ángulos de Euler: (α, β, γ), y se ilustra en
la figura (4.3).
Para pasar del marco inercial fijo al BF es necesario hacer 3 rotaciones sucesivas: una
alrededor de x3 de valor β, seguida de una rotación alrededor de la línea de nodos en un
ángulo α y finalmente, rotar alrededor de x′3 en el ángulo γ.
La matriz que realiza esta transformación puede escribirse de la siguiente manera,
Rij =
 cos γ sin γ 0− sin γ cos γ 0
0 0 1

1 0 00 cosα sinα
0 − sinα cosα

 cos β sin β 0− sin β cos β 0
0 0 1
 . (4.14)
Usando la transformación Rij, podemos encontrar la forma del tensor de inercia en el
sistema fijo a partir de su forma en el BF donde éste es diagonal y de allí, el momento de
cuadrupolo que determina a la GW. Sin embargo, este resultado dependerá de los ángulos
de Euler y por tal razón es necesario encontrar primero funciones explícitas para dichos
parámetros en términos de cantidades conocidas.
Para ello, nótese que que en el marco fijo, ~J = (0, 0, J), entonces podemos escribir sus
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Figura 4.3: Ángulos de Euler para el modelo de precesión. α es el ángulo entre
los ejes x3 y x′3, el segmento indicado con la letra N representa la línea nodal
donde los planos (x1, x2) y (x′1, x′2) se cortan. Esta línea hace el ángulo β con x1.
Finalmente, el ángulo γ es medido desde la línea nodal y sobre el plano (x′1, x′2)
localizando al eje x′1.
componentes en el BF empleando explícitamente la matriz Rij: J ′i = RijJj = Ri3J , de donde
se obtiene:
J ′1 = R13J = J sin γ sinα
J ′2 = R23J = J cos γ sinα
J ′3 = R33J = J cosα
(4.15)
Por otra parte, podemos escribir a las J ′i en términos de α˙, β˙ y γ˙, si definimos los vectores
velocidad angular asociados a los ángulos de Euler y cuya representación se encuentra en la
figura (4.3):
α˙, dirigida según la línea de nodos y asociada a las rotaciones en el plano definido por
x3 y x′3. Sus componentes en el BF son: α˙→ (α˙ cos γ,−α˙ sin γ, 0)
β˙, dirigida según x3 y asociada a rotaciones en el plano (x1, x2), cuyas componentes en
el BF son: β˙ → (β˙ sin γ sinα,−β˙ cos γ sinα, β˙ cosα)
γ˙, dirigida según x′3 y asociadas a rotaciones en el plano (x′1, x′2), tal que en el BF:
γ˙ → (0, 0, γ˙).
Con estos vectores podemos escribir el vector velocidad angular total del cuerpo rígido,
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ω = α˙+ β˙ + γ˙, con componentes en el BF dadas por:
ω′1 = α˙ cos γ + β˙ sin γ sinα
ω′2 = −α˙ sin γ + β˙ cos γ sinα
ω′3 = β˙ cosα + γ˙
(4.16)
y puesto que el tensor de inercia en este marco es diagonal, una forma equivalente a (4.15)
para las componentes del momento angular en este sistema es:
J ′1 = I1ω
′
1, J
′
2 = I2ω
′
2, J
′
3 = I3ω
′
3 (4.17)
Igualando (4.15) y (4.17), se establecen las siguientes relaciones:
J sin γ sinα = I1
(
α˙ cos γ + β˙ sin γ sinα
)
J cos γ sinα = I2
(
−α˙ sin γ + β˙ cos γ sinα
)
J cosα = I3
(
γ˙ + β˙ cosα
)
,
(4.18)
que constituyen un sistema de 3 ecuaciones diferenciales de primer orden para los parámetros
α, β y γ, con J , I1, I2 e I3 constantes. Este sistema tiene una solución simple para el caso
de cuerpos con simetría axial4 en donde I1 = I2. Tal solución es la siguiente:
α˙ = 0⇒ α = cte.
β˙ =
J
I1
= cte; si α 6= 0
γ˙ = β˙ cosα
(
I1 − I3
I3
)
.
(4.19)
De donde se concluye que para sistemas con simetría axial y en ausencia de torques, el án-
gulo de precesión (α), permanece constante. En la literatura, este ángulo se denomina ángulo
de “tambaleo” (Wobble). Además, la evolución de los ángulos β y γ, ocurre uniformemente.
Con base en lo anterior, se define la velocidad angular de precesión como la componente
en la dirección del momento angular, i.e., Ωprec ≡ β˙; y conviene establecer una relación para
esta cantidad en términos de ω′3, puesto que en discos de acreción está relacionada con la
4Claramente, esta es la situación en la que estamos interesados puesto que los discos de acreción tienen
esta simetría en el régimen estacionario. Por esta razón, en adelante nos referiremos al cuerpo rígido en
estudio como el disco de acreción.
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velocidad angular kepleriana. De (4.16), se sigue que:
ω′3 = γ˙ + β˙ cosα = β˙ cosα
(
I1 − I3
I3
+ 1
)
= β˙ cosα
I1
I3
(4.20)
donde hemos introducido la ecuación (4.19). Así:
β˙ ≡ Ωprec = J
I1
=
I3
I1
ω′3
cosα
(4.21)
En este punto debemos alertar que la velocidad angular de precesión dada en (4.21)
corresponde al proceso de precesión libre de torques, el cuál se da siempre que la dirección
del momento angular del disco, ~J = ~Jd, no coincida con el eje principal de inercia5 x′3, siendo
α el ángulo entre ellos.
Con estos resultados, podemos calcular la evolución del tensor de inercia en el marco fijo
haciendo la correspondiente transformación: Iij =
(
RT I ′R
)
ij
. Mediante este procedimiento
se obtiene:
I11 =
1
2
(I1 − I3) cos 2β sin2 α + cte, I12 = 1
2
(I1 − I3) sin2 α sin 2β
I22 = −1
2
(I1 − I3) sin2 α cos 2β + cte, I13 = −(I1 − I3) sinα cosα sin β
I23 = (I1 − I3) sinα cosα cos β, I33 = I1 sin2 α + I3 cos2 α
(4.22)
A continuación, usamos la relación entre el tensor de inercia y el momento de cuadrupolo:
Mij = −Iij +Cij, e incluimos las soluciones obtenidas para los ángulos de Euler, con lo cual,
M¨11 = 2(I1 − I3)Ω2prec sin2 α cos 2Ωprect = −M¨22
M¨12 = 2(I1 − I3)Ω2prec sin2 α sin 2Ωprect
M¨13 = −(I1 − I3)Ω2prec sinα cosα sin Ωprect
M¨23 = (I1 − I3)Ω2prec sinα cosα cos Ωprect
M¨33 = 0
(4.23)
5Que es a la vez el eje de simetría del disco.
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Por tanto, hay emisión de GWs a dos frecuencias :
ωGW = 2Ωprec y ωGW = Ωprec (4.24)
Para dar las expresiones de las amplitudes, tomemos como en el caso de rotación pura, el
ángulo de visión: ι , y ϕ = 0, entonces:
h+(t, r, ι) =
G
rc4
[M¨11 − M¨22 cos2 ι+ M¨23 sin 2ι]
h× =
2G
rc4
[M¨12 cos ι− M¨13 sin ι]
(4.25)
e incluyendo el resultado (4.23), se llega a:
h+ = A+,1 cos Ωprect+ A+,2 cos 2Ωprect
h× = A×,1 sin Ωprect+ A×,2 sin 2Ωprect
(4.26)
siendo
A+,1 = h0 sin 2α sin ι cos ι
A+,2 = 2h0 sin
2 α[1 + cos2 ι]
A×,1 = h0 sin 2α sin ι
A×,2 = 4h0 sin2 α cos ι
h0 = −G
c4
(I3 − I1)Ω2prec
r
(4.27)
con r la distancia de la fuente al detector.
Otra expresión importante, que se sigue de la ecuación de luminosidad (3.42) y de nuestros
cálculos previos para el momento de cuadrupolo es:
LGW =
2G
5c5
(I1 − I3)2 Ω6prec sin2 α
[
16 sin2 α + cos2 α
]
(4.28)
y determina la potencia radiada por el sistema en ondas gravitacionales.
Capítulo 5
GWs emitidas por discos de acreción
regidos dinámicamente por el efecto
Bardeen-Petterson
Las ecuaciones (4.26), (4.27) y (4.28), junto con la definición de hrss dada en (3.57), conforman
el esquema fundamental para el cómputo de las GWs generadas por sistemas rígidos con
simetría axial en precesión. Como se analizó en el capítulo 2, esta es la situación de los discos
de acreción dominados dinámicamente por el efecto BP y sólo nos resta evaluar la ecuación
que determina la frecuencia angular de precesión asociada a este observable, y obtener una
expresión para I3 − I1, en términos de parámetros conocidos.
Para ello, recordemos que el momento angular de cada anillo en el disco con radio R y
ancho dR es (2.42):
dJd = 2piR
2Σ(R)vφ(R)dR
entonces, como es sugerido en [58, 77], podemos escribir un momento angular típico del disco
por unidad de intervalo logarítmico como:
Jd(R) =
dJd
d(lnR)
= 2piR3Σ(R)vφ(R) = 2piR
4Σ(R)Ωk(R) (5.1)
A partir de esta expresión, podemos calcular el radio de Bardeen-Petterson como aquel
en donde el momento angular típico del disco es igual al momento angular del BH:
Jd(RBP ) = JBH =
a∗GM2BH
c
(5.2)
De esta forma, RBP quedará especificado por los parámetros a∗, MBH y las funciones Σ
y Ωk, de la solución de Shakura o Popham, según corresponda.
Propondremos que el radio interior del disco es justamente el dado por la órbita circular
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estable más interna (ISCO) del KBH, (2.18 y 2.19):
Rms = Ams(a∗)Rg con: Ams(a∗) = 3 + A2 ∓
√
(3− A1)(3 + A1 + 2A2) (5.3)
donde:
A1 = 1 + (1− a2∗)1/3
[
(1 + a∗)
1/3 + (1− a∗)1/3
]
A2 =
√
3a2∗ + A
2
1
(5.4)
La velocidad angular de precesión asociada al efecto BP, corresponde a la velocidad an-
gular de Lense-Thirring (2.23), evaluada en el radio RBP [60, 77, 85]:
ΩLT (RBP ) =
2GJBH
c2R3BP
≡ ΩBPprec (5.5)
El momento de inercia I3 puede calcularse empleando las coordenadas polares ilustradas
en (2.7):
I3 =
∫ RBP
Rms
dmR2 =
∫ RBP
Rms
ρ(R)R2RdR
∫ 2pi
0
dφ
∫ +H/2
−H/2
dz (5.6)
siendo φ el ángulo azimutal medido respecto a x1. Y dado que ρ =
Σ
H
, entonces:
I3 = 2pi
∫ RBP
Rms
Σ(R)R3dR. (5.7)
Análogamente para I1:
I1 =
∫ RBP
Rms
dm (R sinφ)2 =
∫ RBP
Rms
ΣR3dR
∫ 2pi
0
sin2 φ
= pi
∫ RBP
Rms
Σ(R)R3dR
(5.8)
lo que nos permite concluir que:
I3 − I1 = pi
∫ RBP
Rms
Σ(R)R3dR (5.9)
quedando así I3 − I1 determinado por Σ(R).
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Evaluaremos por separado las GWs asociadas tanto a precesión libre con:
Ωfreeprec (Rout) =
I3
I1
ω′3(Rout)
cosα
= 2
Ωk(Rout)
cosα
(5.10)
como también, a las debidas al efecto BP, puesto que podrían estar presentes simultáneamente
en los discos que precesan (ver por ejemplo Lee et al. [55], donde se hace este análisis para
el caso de un toroide tratado como un aro). En (5.10), Rout representa el radio exterior del
disco que precesa, y para discos con MMach > 5 coincide con RBP .
5.1. Implementación de la solución de Popham para
discos delgados que se desarrollan en GRBs-engines
Hemos alcanzado los 3 primeros objetivos que se propusieron en el marco metodológico de
nuestro modelo mínimo y vamos a implementarlo para sistemas de GRBs.
Antes de analizar órdenes de magnitud, es necesaria una consideración adicional debido
a que la radiación gravitacional emitida por los discos asociados a GRBs en hiperacreción,
son de tipo transientes (burst), y con duración del mismo orden del GRB. El procedimiento
estándar para fuentes de este tipo propone adaptar la señal h(t) mediante una gaussiana de
la forma [61]:
h(t) = h(t)prec e
−t2/τ2 (5.11)
donde h(t)prec es la señal que obtuvimos en (3.55), en términos de las funciones patrón del
detector:
h(t)prec = F+h+(t) + F×h×(t) (5.12)
siendo τ el orden típico de duración del burst y de acuerdo con [74], τ ∼ 10√2 s.
Como se mencionó en el capítulo (3), nuestros resultados se contrastarán mediante la
función hrss definida por:
h2rss =
∫ +∞
−∞
h(t)2dt (5.13)
que en nuestro caso toma la forma:
h2rss =
∫ +∞
−∞
h2prec(t) e
−2t2/τ2dt =
∫ +∞
−∞
(
F 2+h
2
+ + F
2
×h
2
× + 2F+F×h+h×
)
e−2t
2/τ2dt (5.14)
y recordando nuestra discusión sobre la eficiencia angular para eventos transientes, se hace
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necesario evaluar el promedio angular sobre las posibles orientaciones del detector. Entonces,
dado que: 〈F 2+〉 = 〈F 2×〉 =
1
5
, y 〈F+F×〉 = 0, para interferómetros terrestres, obtenemos:
〈hrss〉 =
{
1
5
∫ +∞
−∞
(
h2+ + h
2
×
)
e−2t
2/τ2dt
}1/2
(5.15)
y lo denotaremos simplemente como hrss. El valor explícito de esta cantidad, usando (4.26),
es:
hrss =
√
τ
5
(pi
8
)1/4 {
A2+,1 + A
2
+,2 + A
2
×,1 + A
2
×,2 +
(
A2+,1 − A2×,1
)
e−2pi
2f2τ2+(
A2+,2 − A2×,2
)
e−8pi
2f2τ2 + 2 (A×,1A×,2 + A+,1A+,2) e
−1
2
pi2f2τ2+
2 (A+,1A+,2 − A×,1A×,2) e−
9
2
pi2f2τ2
}1/2
(5.16)
donde f = Ωprec/2pi.
Pasaremos a evaluar órdenes de magnitud, en las ecuaciones (5.5), (5.10) y (5.16). Para
ello consideraremos los valores observacionales estimados en los trabajos de Romero et al.
[74], Popham et al. [71] y Sun et al. [85]:
Rout ∼ (107 − 108) cm [71, 74]
MBH ∼ (2− 10)M [71, 74, 85]
M˙ ∼ (0,1, 1, 10) M
s
[71, 74, 85]
r ∼ (1− 100)Mpc [74, 85]
a∗ ∼ 0,1− 0,95 [71, 74, 85]
ι = 45◦ [74]
α ∼ 10◦ − 20◦ [74, 85]
αvisc ∼ 0,01− 0,1 [74, 85]
(5.17)
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5.1.1. Estimación de la GW asociada a precesión libre en el disco
de Romero et al. [74]
En este artículo consideraron que el disco no sufría deformaciones y en este sentido, aunque
era enfriado por emisión de neutrinos, la geometría correspondía a la de un disco mas grueso
(MMach . 5). Las ecuaciones con las cuáles obtuvieron las funciones Σ(R), H(R) y ρ(R),
fueron extraidas de un modelo previo que ellos mismos realizaron en 2006 (Reynoso et al.
[73]), para analizar la variabilidad temporal en las curvas de luz de GRBs. Adicional a lo
anterior, propusieron que el origen de la precesión estaba relacionado con las perturbaciones
de las órbitas keplerianas en la métrica de Kerr, que conducen a las frecuencias de epiciclo
ya mencionadas. Sin embargo, la frecuencia de precesión asociada a este proceso es siempre
menor que la frecuencia de precesión libre en el rango de radios propuesto, y por tanto, la
señal hrss ha de tener contribución más significativa por precesión libre.
Con el ánimo de contrastar nuestro modelo con los resultados que se obtuvieron en este
trabajo, mantendremos la idea de que este tipo de discos configuran la geometría de un disco
delgado y usaremos las ecuaciones de Popham para determinar cada una de las predicciones.
Los valores de los parámetros observacionales empleados en Romero et al. [74] fueron:
α = 20◦, ι = 45◦, αvisc = 0.1, τ = 10
√
2 s, a∗ = a = 0.1, M˙ = µM s−1 = 1M s−1 y
MBH = mM = 3M.
Usando estos valores y las ecuaciones de nuestro modelo obtenemos:
Rg(m) = 443140cm Radio gravitacional
Rms(m, a) = 2,51× 106cm ∼ 25km Radio interno del disco
Rout . 1× 108cm = 1000km Este valor no es calculado en el artículo
RBP = 7,0× 106cm = 70km
Si bien no es considerado, este valor
se ajusta a lo reportado en Popham et al. [71]
donde se estiman discos con extensión ∼ 50km
Irel = I3 − I1 = (8,99× 1025R2,8 − 7,48× 1043)g cm2
Momento de inercia relativo.
Su valor en Rout = 108cm es 3× 1048g cm2
MBH = 3M = 5,96× 1033g Masa del BH
JBH = 7,92× 1048gcm2/s Momento angular del BH
Md/MBH = 0,25 Justifica ausencia de autogravitación
PBP = 1,8s Periodo de precesión asociado a BP
fBP = 0,55Hz Frecuencia de precesión asociada a BP
(5.18)
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La frecuencia angular de precesión libre queda determinada por el radio exterior según:
Ωfree(m = 3, R, a = 0,1) =
143987
0,1 + 3,39× 10−9R3/2 (5.19)
y su gráfica se ilustra en la figura (5.1) junto con el momento de inercia relativo.
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Figura 5.1: (a) Momento de Inercia Relativo. (b) Frecuencia angular de precesión
libre.
El momento angular típico del disco y el del BH se igualan en RBP :
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Figura 5.2: (a) Momento angular típico del disco Jd(R) (azul), y Momento angular
del BH JBH (horizontal). (b) Ampliación de la región donde se cortan las curvas
y se define el radio BP.
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La relación H/R que determina el comportamiento geométrico del disco, muestra que si
Rout ∼ 108cm, entonces MMach ∼ (0,5)−1 = 2; por tanto, para estos valores de viscosidad y
tasa de acreción, el disco es bastante grueso.
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Figura 5.3: Escala de altura relativa H/R.
La frecuencia y el período de precesión tienen el comportamiento que se ilustra en (5.4),
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Figura 5.4: (a) Frecuencia de precesión. (b) Período de precesión. En ambas
gráficas se representan las curvas de precesión libre y la debida a BP.
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Nótese que hemos graficado cada función en la figura (5.4) permitiendo que RBP tome
valores contínuamente en el intervalo propuesto para Rout (con línea a trazos), e indicamos
el valor calculado con el segmento vertical.
Adoptando el valor r = 100Mpc para la distancia entre la fuente y los interferómetros, la
señal hrss queda determinada únicamente por el radio exterior del disco. Equivalentemente,
de (5.19), puede escribirse a hrss como función de la frecuencia.
Es interesante notar de la figura (5.1) que, debido a que Ωfree decrece con R, mientras
que Irel incrementa con R, la señal hrss(R) ∝ Irel(R)Ωfree(R)2, varía muy lentamente en el
intervalo Rms < R . 108cm, excepto en la zona de radios pequeños ( ver figura 5.5).
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Figura 5.5: Señal hrss debida a precesión libre y como función de: (a) radio
exterior, y (b) de la frecuencia. Nótese que se trata de la misma gráfica si se
refleja sobre el eje vertical, debido a que la frecuencia es función de R.
Incluimos en la figura (5.6) la señal hrss generada por el disco pequeño precesando por el
efecto BP.
Finalmente, superponemos nuestros resultados con las curvas de detección (figuras: 5.7,
5.8 y 5.9).
5.1. Implementación de la solución de Popham 93
Free
BP
5 ´ 106 1 ´ 107 2 ´ 107 5 ´ 107 1 ´ 108
10- 32
10- 29
10- 26
10- 23
Rout H cm L
h
rs
s
H
z-
1 2
Figura 5.6: hrss(R) para precesión libre y contribución del efecto BP.
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Figura 5.7: Señal hrss debida al efecto BP, localizada en la región de los detectores
DECIGO y por debajo del límite inferior de sensitividad de Ultimate Decigo.
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Figura 5.8: Señal hrss de precesión libre vs detectores DECIGO.
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Figura 5.9: Señal hrss de precesión libre vs curvas de Advanced Ligo y ET.
Como puede apreciarse de las figuras (5.8 y 5.9), este tipo de sistemas tiene oportunidad
de detección por los interferómetros espaciales de última generación: Ultimate Decigo y ET,
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si nuestras hipótesis de modelamiento son correctas.
Con el objetivo de comparar nuestros resultados con los reportados en Romero et al. [74],
graficamos la señal hrss junto con la curva oficial de Advanced Ligo, y la curva reportada en
el trabajo en mención (Figura 5.10).
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Figura 5.10: (Izquierda) Señal hrss para el disco reportado en [74]. La línea de
color negro (continua), representa la tasa de acreción que hemos considerado en
nuestro análisis. (Derecha) Resultado de nuestro modelo. En ambos casos se con-
trastan resultados con curva de sensitividad de LIGO advanced oficial (roja).
Como puede observarse, la correspondencia en órdenes de magnitud es buena sobre todo
el intervalo de frecuencias y radios exteriores, siendo un poco mayor la zona de detección
reportada en Romero et al. Creemos que tal diferencia puede justificarse debido a que el
modelo de disco empleado por ellos era más masivo y consecuentemente, con mayor momento
de inercia. Aun así, nuestros resultados son bastante próximos y nos hemos basado en un
disco con propiedades más simples.
Cabe resaltar también que el modelo de disco del trabajo mencionado se basa en simula-
ciones numéricas que incluyen hipótesis específicas del proceso de enfriamiento, pero que no
se encuentran reportadas con el suficiente detalle para ser reproducidas. Es en este sentido
que consideramos eficiente nuestra aproximación.
En la sección siguiente analizaremos con nuestro modelo otro trabajo reciente en el que
no se desprecia el efecto BP para estas mismas fuentes.
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5.1.2. Estimación de la GW asociada al efecto Bardeen-Petterson y
contraste de resultados con Sun et al. [85]
La estructura de nuestro modelo está determinada fundamentalmente por los parámetros µ,
a, m y αvisc. Con el ánimo de contrastar nuestros resultados con el trabajo reciente de Sun
et al. [85] (2012), emplearemos en esta sección el valor de αvisc = 0,01 [58, 85], y a partir
de dicha elección, analizaremos el comportamiento dinámico del disco y la correspondiente
señal hrss ante variaciones de los parámetros restantes. Al igual que en la sección anterior,
mantendremos los valores angulares α = 20◦ e ι = 45◦, y la duración del burst, τ = 10
√
2 s,
los cuales son consistentes con el trabajo mencionado.
Como una primera ilustración, fijemos el valor de la masa del BH en m = 6, y el pará-
metro de espín en a = 0,95 (de acuerdo con Sun et al., y otro importante trabajo de 2012,
Narayan and McClintock [67]; esta elevada tasa de espín es requerida para producir los jets
ultrarelativistas que actúan como fuentes de GRBs. Además los procesos de hiperacreción
pueden incrementar el espín del KBH). Al hacer esto obtenemos:
RBP (m,µ, a)⇒ RBP = RBP (µ), Irel(m,µ, a,RBP )⇒ Irel = Irel(µ)
H(m,RBP )⇒ H = H(µ), Pprec(m,RBP , a)⇒ Pprec = Pprec(µ)
(5.20)
Tal que la estructura del disco queda determinada únicamente por la tasa de acreción.
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Figura 5.11: (a) Comportamiento del radio BP con la tasa de acreción µ. La
línea horizontal corresponde al valor del radio interno del disco, y su intersección
con RBP indica la tasa de acreción a partir de la cual el disco no se forma. (b)
Momento de Inercia relativo Irel = I3 − I1 vs µ.
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Figura 5.12: Representaciones en vista superior de (a) disco de acreción obtenido
para µ = 0,01. (b) Disco de acreción obtenido para µ = 10.
Como se aprecia en las figuras (5.11 y 5.12), tal selección de parámetros condiciona la
estabilidad del sistema para tasas de acreción µ ≤ 10, donde en el límite superior, el disco
alcanza sólo una extensión de ∼ 760m.
Por otra parte, el grosor del disco y su correspondiente número de Mach, presentan la
dependencia con µ ilustrada en la figura (5.13).
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Figura 5.13: (a) Función H/R vs µ. Nótese que el incremento en tasa de acreción
conduce a discos más delgados. (b) Comportamiento del número de Mach en el
disco.
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Figura 5.14: (a) Período de Precesión vs µ. (b) Frecuencia de Precesión vs µ.
En la figura (5.14) se presenta el comportamiento del período y la frecuencia de precesión,
con la tasa de acreción, tanto para precesión asociada al efecto BP como para la precesión
libre. Hemos ampliado la región correspondiente a las tasas de acreción µ ∈(0.3,2), donde
el período de precesión BP se localiza en el rango de valores: PBP ∈(0.02,1.5)s, y la corres-
pondiente frecuencia, fBP ∈ (1, 100)Hz. Esta región es importante debido a que en ella el
período de precesión coincide con la estructura temporal de las curvas de luz registradas para
GRBs [74, 85].
Por esta razón, y como se aprecia de las gráficas asociadas a precesión libre, se concluye
que para los valores prefijados, el fenómeno de precesión libre no podría ser el mecanismo
que justifique los resultados experimentales en GRBs. No obstante, calcularemos la señal
hrss permitiendo que tome cualquier valor de tasa de acreción en el intervalo µ ∈(0.05,10), y
realizaremos nuestras interpretaciones a partir del comentario anterior.
Dado que bajo la selección de parámetros, la dinámica del disco es determinada por la
tasa de acreción, entonces si fijamos la distancia a la fuente r, la señal hrss quedará también
determinada por µ; i.e.,
hrss = hrss(m = 6, µ, a = 0,95, RBP (µ), r)
≡ hrss(µ)
(5.21)
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Pero dado que:
fprec = fprec(µ) ⇒ µ = µ(fprec) (5.22)
Entonces, de manera equivalente podemos evaluar la señal en términos de fprec:
hrss(µ) ≡ hrss(µ(fprec)) = hrss(fprec) (5.23)
Evaluamos la señal hrss considerando tres valores diferentes para la distancia de estos
objetos: r = (10kpc, 1Mpc, 100Mpc); y con ello, obtenemos los siguientes resultados:
Gráficas en términos de frecuencia y tasa de acreción (figura 5.15).
La superposición de las señales hrss asociadas al efecto BP, con las curvas de detección
Decigo (bajas frecuencias), y LIGO (altas frecuencias), indicadas en las figuras (5.17 y
5.18).
Análogo al resultado anterior, presentamos la señal asociada a precesión libre en la
región de LIGO, figura (5.19).
Finalmente, comparamos nuestros resultados con la gráfica reportada en el trabajo
mencionado de Sun et al. (figuras 5.20 y 5.21).
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Figura 5.15: hrss debida al efecto BP para tres distancias diferentes. En (a) como
función de µ, y en (b) como función de f .
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Figura 5.16: hrss debida a precesión libre para tres distancias diferentes. En (a)
como función de µ, y en (b) como función de f .
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Figura 5.17: hrss debida al efecto BP para las distancias indicadas, y curvas de
detección en la ventana de frecuencias de los interferómetros DECIGO y BBO.
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Figura 5.18: hrss debida al efecto BP para las distancias indicadas, y curvas de
detección en la ventana de frecuencias de los interferómetros LIGO y ET.
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Figura 5.19: hrss de precesión libre para las distancias indicadas, y curvas de
detección en la ventana de frecuencias de los interferómetros LIGO y ET.
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Figura 5.20: Resultados de Sun et al. [85].
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Figura 5.21: Predicciones de nuestro modelo en la región reportada.
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Como puede apreciarse de las figuras (5.20) y (5.21), nuestros resultados son muy consis-
tentes con lo reportado en el trabajo de Sun et al. [85], en cuanto a amplitud y frecuencia de
la señal hrss generada por precesión del disco, regido por el efecto BP. No en tanto, existe una
diferencia apreciable en el rango de tasa de acreción que se reporta en el trabajo mencionado,
respecto a nuestros resultados.

Capítulo 6
Conclusiones
En esta tesis hemos estudiado las GWs generadas por la precesión de discos de acreción, que
se desarrollan en GRBs engines, como consecuencia del efecto Bardeen-Petterson, así como
también, las GWs producidas por precesión libre de torques (wobble radiation).
Mostramos en el capítulo (4) que la radiación gravitacional generada por estos sistemas
tiene una frecuencia que es determinada por la frecuencia de precesión del disco, y para
simplificar nuestros análisis, nos hemos basado en el modelo de disco delgado (slim) de Pop-
ham [71], debido a que recientemente se ha concluido que muchos discos que se desarrollan
en GRBs engines, en hiperacreción, y que son enfriados por emisión de neutrinos, adoptan
una geometría que se acerca lo suficiente a esta descripción siempre que éstos no presenten
extensiones superiores a ∼ 108cm [59].
También, como es sugerido en el trabajo de Nelson and Papaloizou [68], analizamos el
estado de precesión cuasi-rígida del disco transiente que se establece en dichas fuentes, lo que
nos permite obtener a la GW representada por la señal hrss, y determinada fundamentalmente
por la tasa de acreción (µ [M/s]), la viscosidad del disco (αvisc), la distancia a las fuentes (r),
la masa y el parámetro de spin del agujero negro (m [M] y a, respectivamente), la duración
del burst (τ), y valores angulares asociados a la dirección de localización de la fuente.
Proponemos que nuestro modelo puede también emplearse para estudiar las GWs genera-
das en fuentes extragalácticas como AGNs y QSRs usando las ecuaciones de Shakura-Sunyaev
[83] para discos finos (thin), puesto que las bajas tasas de acreción que se desarrollan en es-
tos sistemas pueden conducir a discos de bajas densidades que presenten elevadas eficiencias
de enfriamiento por radiación y consecuentemente, establezcan estructuras geométricas de
discos finos [71]. Sin embargo, en este trabajo sólo hemos realizado cálculos explícitos para
GRBs engines principalmente porque en estas fuentes las altas tasas de acreción y su relación
con KBHs en rotación casi extremal (a = 0,95), favorecen la amplitud y frecuencia de las
GWs generadas. En contraste, los AGNs se localizan a distancias muy superiores (∼ Gpc),
disminuyendo así la amplitud de la señal hrss, y tienen periodos de precesión del orden de
(∼ yr), lo que conduce a frecuencias ∼ nHz. Esta zona de frecuencias es inferior a la banda
de operación de los detectores interferométricos y su detectabilidad podría realizarse sólo
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mediante exploración de anisotropías del CMB (Cosmic Microwave Background).
Posiblemente otro mecanismo de generación de GWs en los discos de AGNs, diferente al
efecto BP, sea más eficiente en términos de detectabilidad, tal como los QPOs (Quasi Periodic
Oscillations), que producen modos de oscilación de mucha mayor frecuencia [51]. Este es un
tópico que proponemos explorar en trabajos futuros.
Los resultados que obtuvimos para GWs generadas en GRBs engines, son presentados en
el capítulo (5), y exhiben una gran proximidad a los resultados obtenidos en Sun et al. [85] y
Romero et al. [74], indicando que dichos sistemas pueden ser detectados por los interferóme-
tros: LIGO (intial and advanced), DECIGO/Ultimate DECIGO, BBO y ET; particularmente
para fuentes localizadas en el grupo local (r . 1Mpc), como puede observarse en las figuras
(5.8, 5.9 y 5.10) para los parámetros considerados en el disco de Romero et al., y en las figuras
(5.15, 5.17, 5.19 y 5.21), para los parámetros estimados en el trabajo de Sun et al.
Esto nos permite inferir que el modelo es plausible y puede ser empleado para otros
sistemas diferentes en los que se satisfagan las aproximaciones indicadas. Particularmente, se
ha argumentado en Lamb et al. [54], que sistemas emisores de X-ray flashes (XRFs) son de
igual naturaleza física que los GRBs y, por tanto, se favorece la probabilidad de detección
teniendo en cuenta el gran número de este tipo de fuentes en el grupo local.
Dentro de las limitaciones de nuestro modelo resaltamos que bajo la aproximación de
rotación rígida ignoramos los detalles dinámicos que pueden estar presentes en el plasma
real y que podrían favorecer la probabilidad de detección al incluir perturbaciones locales no
simétricas.
De igual forma, debemos resaltar que no hay consenso en los trabajos revisados sobre
algunos valores numéricos de los parámetros del disco. En particular, respecto al valor del
coeficiente de viscosidad αvisc, para el cual se toma un valor de 0.1 en Romero et al. [74],
mientras en Sun et al. [85] se propone un valor de 0.01, produciendo cambios significativos
en la señal hrss resultante; puesto que para αvisc = 0,1 el rango de frecuencias cubre la banda
(10, 103)Hz, correspondiente a la zona de detección de LIGO y ET, mientras que con el valor
de αvisc = 0,01 la señal se localiza en frecuencias pertenecientes al intervalo (0,03, 100)Hz
de la zona de los detectores DECIGO y BBO. Suponemos que resultados observacionales y
modelos más específicos de los discos de acreción que se obtengan en trabajos futuros, puedan
discernir un valor más preciso para este parámetro.
Apéndice A
Datos históricos de GR
1905 En el mismo año en que fue publicada la SR, aparece por primera vez el término
“Onda Gravitacional” empleado por Poincaré para referirse al hecho de que en una
teoría de la gravitación, la interacción debe propagarse a velocidad finita.
1907 Einstein al introducir el principio de equivalencia encuentra el redshift gravitacional
y la deflexión de la luz. [28]
1908 Herman Minkowski, En su discurso de inauguración de la 80th reunión de la Asam-
blea general alemana de científicos naturales y físicos, el 21 de septiembre pronunció
una frase que ahora es célebre:
“Las ideas sobre el espacio y el tiempo que deseo mostrarles hoy descansan en el suelo
firme de la física experimental, en la cual yace su fuerza. Son ideas radicales. Por lo
tanto, el espacio y el tiempo por separado están destinados a desvanecerse entre las
sombras y tan sólo una unión de ambos puede representar la realidad.”
1912 Einstein propone una teoría escalar relativista de la gravitación y muestra que la
ecuación de fuentes debe necesariamente ser no lineal; i.e., debía basarse en un
espaciotiempo cuya geometría dependiese de su contenido energético-material. Sería,
en consecuencia, no sólo una variedad métrica sino también una de geometría variable.
Más aún, el objeto matemático que describía esa geometría debía ser el mismo
que el que describiese al campo gravitacional. En este sentido, la gravitación se
geometrizaba [29, 30].
Gracias a las discusiones con Grossmann, nóta que en una Geometría Pseudo Rie-
manniana con campo tensorial métrico gµν(x) y usando como fuente todo el tensor
Tµν , la teoría podía formularse tensorial y manifiestamente covariante respecto a
transformaciones generales de coordenadas.
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Hace también el primer cálculo del efecto de arrastre del sistema coordenado
(Mach1)[31]
1913 Propone con Grossmann la llamada Entwurf-Theory: (Esbozo de una Teoría
GR y de una teoría de Gravitación) [35]. En ésta, el tensor de Ricci conforma el lado
izquierdo de la Ecuacion de fuentes, pero esto conducía a conclusiones erróneas en el
límite Newtoniano.
Por esta razón optaron por sacrificar la covariancia General en una ecuación covariante
sólo respecto a una clase reducida de transformaciones coordenadas.
Junto con Michele Besso [manuscrito Einstein-Besso 53 págs], analizan algunas im-
plicaciones fenomenológicas de la la Entwurf-Theory.
Avance del perihelio de mercurio:
cálculo: 18 arcsec por siglo
experimental: 43 arcsec por siglo.
Optan por no publicarlo y descartan la Entwurf-Theory como la aproximación correc-
ta. En este manuscrito aparecen otros cálculos importantes, entre ellos el efecto Lense
Thirring.
1915 Jun 29 - Jul 7, Einstein dicta un curso de seis conferencias, de dos horas cada una
en Gotinga a las que asistieron además de David Hilbert, los matemáticos Felix
Klein y Emmy Noether. En éste, expone los fundamentos y exigencias para la
teoría de Relatividad General que incluya la interacción gravitacional.
Nov 4, Presenta ante la Academia Prusiana de Ciencias una versión en la que se
quedó a un paso de mostrar la forma final de la teoría de la relatividad general.[32]
Nov 20,Hilbert entregó para su publicación a la Academia de Ciencias de Gotinga un
artículo titulado “Die Grundlagender Physik” (“Los fundamentos de la física”)[48]. 2
Este artículo apareció publicado el 31 de marzo de 1916, y en él aparecen las ecuaciones
del campo gravitacional y el requisito de covariancia general que Einstein estableció
en su artículo definitivo del 25 de noviembre ante la Academia Prusiana [33].
1Principio de Mach: “la masa inercial no es una característica intrínseca de un móvil, sino una medida de
su acoplamiento con el resto del universo”
2Leo Corry descubrió los ejemplares de las pruebas de imprenta del artículo del 20 de noviembre, corre-
gidas el 6 de diciembre por el propio Hilbert [24]
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